








A cs csaknem 40 éve indult igen sikeres Bolyai 
köi önyvek példatárak sorozat ú szül. 

Közülük elsőként az. kitegráloalát tás 

A sorozat . könyveiben a szerzők a középiskolai 
tanulóknak, továbbá főiskolai és egyetemi 
hallgatóknak adnak szerencsésen Választott, 
bőséges példát, ! . kidolgozott feladatokat. 
Kívánatos, hogy a feladatokat mindenki igyekoz- 
zék előt bb önállóan megoldani, böallagszzes utána 
. hasonlítsa ü össze az eredményt és a megoldás 
menetét a kö jnyvben található megoldásokkal. 

A sorozat három témakö rt ölel fel: a matematikát, 
Aa fizikát é ésa kémiát. 

Ekönyvben a a szerző a határozott és határozatlan 
integrálokkal, az integrálási módszerekke N és 
gyakorlati alkalmazásukkal (pl. terület ívhossz- 
számítás, forgástestek térfogatszámítása stb,) 
foglalkozil . ANT 

Ajánljuk. a könyvet elsősorban egyetemi es 
főiskolai ha hallgatóknak é és azoknak a középiskolás 
diákok (ni : k, akik a reáltudományok terén kívánják 
folytatni tanulmányaikat. 
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I. ALAPFOGALMAK 


1. A határozatlan integrál fogalma és főbb tulajdonságai 


Valamely adott függvény határozatlan mtiegrálja minden olyan 
függvény, amelynek deriváltja az adott függvény. 

Legyen egy függvény deriváltja 2x. Határozzuk meg az ere- 
deti függvényt! Mint előző tanulmányainkból tudjuk, az eredeti 
függvény, amit differenciáltunk, lehetett pl. y—x Ha bár- 
mely olyan függvényt differenciálunk, amely ettől csak egy 
konstans összeadandóban különbözik, a derivált szintén 2x. 
Belátható, hogy az összes olyan függvény, amelynek deriváltja 
2x, csak y—x3 3 € alakú lehet, ahol € tetszőleges valós szám. 
(A valós értéket azért kötjük ki, mert e€ könyvben csak valás 
változójú és értékű függvényekkel foglalkozunk.) 

Általában: Az FCO függvényt az f(x) függvény primitív 
függvényének (határozatlan integráljának]) nevezzük az (a, b) 
véges vagy végtelen intérvallumban, ha difierenciálhányadosa 
(deriváltja) ezen intervallum minden pontjában /(x). (Az (a, b) 
intervallum lehet f(x) teljes értelmezési tartománya is.) 

Jelölés : 
ha F(x-— sit sz F(x), akkor Íre9 dx — F(X). 


Az integráljel mögött álló függvény az integrandus. 
Legyen az f(x) függvény valamely primitív függvénye F(x); 
akkor F(xt-- C 15 primitív tüggvénye f(x)j-nek: 


[F694CIT — FC), 


mert . — 0, konstans deriváltja nulla. 


Valamely A(x) függvény primitiv függvényei koordinátarend- 
szerben ábrázolva görbesereget határoznak meg (1. ábra). 
Az XY-sik bármely olyan pontján, amelynek abszcisszája f(x) 
értelmezési tartományához tartozik, áthalad egy ilyen görbe. 


x 1. ábra 


E gőrbék egymásba párhuzamos eltolással átvihetők, Vagyis 
a görbesereg minden egyes görbéjének ugyanaz az értelmezési 
tartománya, értékkészlete pedig F(x) értékkészletén kívül C 
értékétől is függ. 

Figyelembe véve az utóbb elmondottakat, a primitív függ- 
vényt ezentúl a konstans feltüntetésével jelöljük : 


y- [fed dx z Ffi C. 


Ha a primitív függvények közül egy bizonyosat keresünk, 
akkor annak egy pontját meg kell adnunk. Legyen ez a pont 
Fo(xa; yo). A pont koordinátáinak ismeretében a C konstans 
értékét egyértelműen meg tudjuk határozni. 

Legyen az f(o) függvény primitív függvénye: 

y —- F(x)t€. 

Ebbe ?P, koordinátáit helyettesítve, C az alábbi módon fejez- 
hető ki: 

3 —- FOGJ C, €0— y— FG. 

A feladat megoldása tehát: 

y — FG) Da— FO 


Igazolható, hogy ha egy függvény valamely [a, b] intervallum- 
ban folytonos, akkor ott van primitív függvénye. 


B 


A határozatlan integrálás, vagy más szavakkal, a primitív 
függvények keresése, Bizonyos értelemben a differenciálás meg- 
fordítása. A differenciálással szembén azonban itt általában 
nincs , rutin módszer", amellyel adott függvény primitív függ- 
vényét megtalálhatjuk, sőt viszonylag egyszerű alakú függ- 
vényekre sem bizonyos, hogy létezik zárt alakú primitív függvé- 
nyük (ilyen pl. y—e"). Viszont az elemi függvények differen- 
ciálhányadosának ismeretében, az integrálási szabályok és né- 
hány gyakran célravezető fogás segítségével nagyon sok függ- 
vérry primitív függvénye meghatározható. 

A határozatlan integrál két fontos tulajdonságát említjük meg: 

1. Ha egy (a, 5) intervallumban — amely lehet véges vagy 
végtelen — 


ÍMdde— F(JHC, és fgtodx— GC, 


akkor az (a, b) intervallumban a két függvény összege, ili. kü- 
lönbsége is integrálható, és 


FMUGEZTÉ dx z FejtGh) te. 


Az összegfüggvény tehát tagonként integrálható. 
2. Legyen c tetszőleges szám, akkor 


f ere) dxz c Írt) dx. 


A c állandó szorzótényező az integráljel elé kiemelhető. 


2. Alapintegrálok 


Azokat az integrálokat, amelyeket valamilyen elemi függvény 
deriválásának megfordításakor kapunk, alapintegráloknak ne- 
vezzük. 


a) f dx — xt€C. 
xi . 
b) f dx s Az TC, ahol n bármilyen egész vagy tört 


lehet, de sr-—1 (mert akkor r-1l — 0, és így a szabályt 
mechanikusan alkalmazva, értelmetlen kifejezést kapnánk). 


c) je — In]lx1 4 €. 
xX 
Ellenőrizzük az integrál helyességét! Legyen x :-0, akkor 


[ln 1x1-HCT — Inr4cT — 5; 


ha x:c0, akkor 
In]x]--CT — [In(— 94 €T — — 

d) ferdx — €74C€. 
Ms 


e fardx- metC ahol az 0 és al. 


ff fsinxdx — —cosxtű. 


g) Jcosxdx — sinxtű. 
dx 

hi) [2-7 exe 

. dx 

1) [257 egre 


, dx 
J) Tés z arctgxtC. 








dx l 14-x 
k) JéS- arthat ein TE" 4C, ha [xl — I; 


4-1 
t€, ha ja] — 1. 








dx ll, x 
fé — arcthxtC — a in 1 


10 


függvény tehát olyan függvény, amelynek 1-nél 





1 
Az TEJ 
kisebb és 1-nél nagyobb abszolút értékű számokra más a primi- 


tív függvénye. A kidolgozott példák tárgyalása során mindig 
megadjuk mind a két megoldást. 


Dn fshxdx-chx4C. 


m) fchxdx s shx4C. 
dx 


o) rt —cthxt€. 





dx i 
—m— e mm arcsinx-kű. 
p) fa E; 


KI 


s) dx z archx4C — tiln(x-rVa3—1)--€. 
Vxt—1 


F) Íz — arshxHC — In(x-h Kr) C. 








Gyakorló feladatok 
1. Határozzuk meg az y— x? függvény összes primitív függvényét! 


ax 
Sdxz —4C. 
Í- xzet 


xx TV 6 
Próba: [9 c] — En xs, 
6 6 


A továbbiakban a próba elvégzését az Olvasóra bízzuk. 
—ű 


2. Ted EC 
ER ga 


li 


Az eddigiekben olyan függvények integrálját határoztuk meg, 
amelyek hatvány alakba írhatók voltak. Most oiyan függvé- 
nyek integrálásával foglalkozunk majd, amelyek az előbbi ti- 
pusok valamelyikére vezethetők vissza. 


1 318 
6. hetsaja x" dx z fx § fh z 
z 
- fedez 
11 


6 


[LF 
nV4c- Ta k Kap C. 


Ve . Az integrálandó függvényt eiöbb egyszerűbb alakra hozzuk 
xX 
és csak azulán integráljuk. 


Th y5 


1 
Kx ax a 


a 1. 
Kx xx? 


12 





6 
Vevz 11 1 a a 
9. yes FxFxelexi) xxx! oxi 
2 
a x? 3 5 3 
fTa-tces Ver Vére 
7 
ia 
5 i Aa 1 f.3 Éj 
F . 5 hi do. 20 Mi 30 a x: 
10, y e et) t 7 al - E— — xx 
Kx x§ x§ xi x 
17 
15 
fe KÖ dx a ez a ha gxVöre 
15 


d 
11, y — 314 — c 3413 dx"t 
J vérű 4 pár 


Áz integrandus összegfüggvény, ennek határozatlan integrálja a tagok 
határozatlan integráljának összege. 


farka 78) d ix h4 c Éz bc. 
x nr a —— sm — 5 
— 4 5 xt 


12. y - V3R-3yYő a (V2- 3) VE a (V-D ar, 


he - DxT dx — (2 - 9 fx Tdxz (2 W3-9 FŰ zz 


2 
— 5 (W3-D)aVis c. 


Ha olyan törtfüggvényt kell integrálnunk, amelynek szám- 
lálója több tagú és nevezője egytagú, akkor a számláló minden 


tagját osztjuk a nevezővel, és az így kapott hatványfüggvényt 
integráljuk. 


13 


xx? x344x? . A 
[TT TETT u 





13, y—— ——— — —m— Ex 44 
Vx xt 
2 5 
tő Aa xt x§ 
fe táx? dx z —d44d— tf - 
Fi 3 
Z 2 
2 8 — 2 — § - 
? 5 7 5 
df a 15 Li 
14. y — — át 2 Vz — ko -éx Fax — kf dx 42x TE. 


B A 
Kxt x" 

31 lé a 

(et il 6) x? x§ x15 
xt-4x" F2x Fldx — ———4—-1312— 14€C — 
21 16 8 
a 5 15 


— elle 


6. $5.. 155 $ 5. § 6. 15. 
a Yi Vet Köre — 2 xtVx- sv Vére, 
gpg bérg hetes ge h-géhag Pét 


A továbbiakban olyan feladatokat oldunk meg, amelyekben 
a keresett primitív függvény egy pontja adott, és az ezen a pon- 
ton áthaladó függvényt keressük. 

15, y—3x: P,(3;2). 

A feladat tehát a következő : Határozzuk meg az y— 3x [üggvény primi- 
tív függvényei közül azt, amelyik a koocrdinátarendszer P,(3; 2) pontján 


halad át. 
A fuggyvény határoztalan integrálja : 


dx" 
J 3x dx — — IC. 
2 
A feltételt kielégítő függvény legyen: 
3a? 
f(x) — at Cy. 


Mivel F(3)—2, ezért 
3.381 
2 





2 — kh Üg a 
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A feltételt is kielégítő megoldás tehát 
fex 2 21] 5 
xts —xt- II 5. 
2 


A függvény görbéje — mint érről behelyettesítéssel könnyen meggyő- 
zödhetünk — átmegy a P,.(3; 2) ponton. Bármely más €C értékre kapott 
primitiv függvény görbéje nem mégy át a PFP, ponton! 


1 1 -4 
16. vy—— —-——x ?; Po(4; 1). 
2yx 2 


Az víi4)—1 feltételt kielégítő primitív függvényt Fotx)-szel, a határozat- 
lan integrált pedig Fí(x)-szel jelölve, 
1 
ll .2 xi 
Fe fe td S tc eVxa c. 
1. — 
2 


Mivel F.(43—1, ezért 1—VY4-4 C,, ebből 
C€,51-—2 zs -I. 
Tehát 


Fo) zVx-1 
a keresett primniv függvény. 


1 
17. y — — ; F.(—3; 4 


2yx 
A határozatlan integrál ismét az F(x) — KxHC függvény lenne, de 


mivel sem az y— 7 z sem az Fix FxtC függvény nincs értelmezve 
x 


negatív x értékekre, nem létezik a feltételt teljesítő primitív függvény. 


Valamely integrálási feladatot tehát akkor tekinthetünk meg- 
oldottnak, ha azt is megadjuk, hogy a megoldásul kapott pri- 
mitív függvénynek mi az értelmezési tartománya. Áz értelmezési 
tartomány meghatározását általában az Ölvasóra bízzuk. 


Megemlítjük, hogy a független változót nem mindig x-szel, 
a függvényértéket pedig nem mindig v-nal jelöljük. Most egy 
fizikai feladatot oldunk meg, a fizikában szokásos jelöléseket 
használva. 


18. Az egyenletesen változó, egyéttés vonalú mozgás pillanatnyi sebes- 
ségét megadó függyény ezaj, ha a 0 időpillanatban a téstnek nincs 
kezdősebessége: 076. Itt r a sébésséget, a a gyorsulást, r az időt jelenti. 
Határozzuk meg a test által mégtett s utat mint az idő függvényét! Légyen 
s(tass.l2m. Ez azt jélénti, hogy az időrmérés megkezdeésékőr a tést 
a vonatkozási ponttól —- pH. a koördinátarendszér kezdőpontjától — 12 m 
távolságra van. 

Az utat mint az idő függvényet, a sebesség—idő függvény határozatlan 
intégrálja adja meg. 


at 
sz fedr— fardr- mc, 


A € konstans értékét a feltételből határozzuk mér: 





arü , 

12 — 2 1€, vagyis €— IZ. 
at 

sz —-t]3. 

2 


Ez a függvény a tetszöleges a gyorsulással, de nulla kezdősebességgel, 
az origótól 12 m távolságból induló pont mózgását adja meg. 


Ezután a többi alapintegrál felhasználásával megoldható 
feladatokat tárgyalunk. 


19. Ísdaz szt 


20. f2erdx — 2ferdx — 2e71C. 
21. f (6 sin x-t 5 cosxidr — 6(—cosx)t-5 sin rre — 
— —6cosxdt5sinxtű. 


a 
22. Í6-27a-4sinx— 3 cos x) dx - mg 10054— 3 sinxrC. 


23. ftgxdx —? 


16 


A feladatot egy lépésben nem tudjuk megoldani, hiszen nem szérepel az 
alapintegrálok között. Ezért az integrandust ismert trigonömetrikus Össze- 
függések felhasználásával trigonömetrikus vagy más alapintegrálokra igyek- 
szünk visszavezetni, 


sínt x 1—costx l 
tat xdx — ! — —— dx — szegerdxz f —1[ dx — 
cö x cost x cos ax 


H 
- f dx— f dx — tgx—xit€. 
cosix 


24. f ctg? x dx —? Az integrandust átalakítjuk: 
cosix 1— sin? x 1 
Jeee -[—— d -f - dx— f/dx sz —€tigx—xtf 
sin x sit xy sin x 


cosiy— 5 cosy 5 
fe ve fgeztátarezr te 
1-4 cos 2x sin x cost xx cos x— six 














c0s? x — 3 a x § i 
z (e dx - [5- —. —— dx — ———tgxtű 
2 cost x 2 c083 ax zo 2 
1-4 cos 2x sin x-4eost xb eosf x— sin x 
26 [ET de ke fe TEL ET ES E gk ke 
cosix—1 — Sim x 





cost x 
--2 f/ . dx z-2 fagy xdx 


$ITÉx 


sz —2[—ctigx—x]t€ — Z2ecigxtir-€. 


5 cos 2x d f 5ícost e sin xi 


sin x4 cas Xx áíMi Xx--COs x 


m— 5 f (cosx—sin x) dx — 5 sin x4500513$€. 


A határozatlan integrál C konstansát nem szoktuk semmilyen 
számegyütthatóval megszorozni, hiszen C amúgy 15 tetszőleges 
konstans lehet. 





a. f (jee eerre 
— d leoszx Ssinix 7 v8xm zseb i 
Most hiperbolikus függvények integrálját határozzuk meg 
úgy, hogy előbb — ha kell — az integrandust alapintegrállá 
alakítjuk át. 
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29. f(áshxH2cho) dr — 4chx4-25hxC. 





a 
30. f de ——Scthxi €. 
ssh: x 


2 z 
31. fa — V2thx4€. 
chi x 
32. fSthtxdx sz? 


. shh: x 
Mivel thx — —— , és shix — ch? x— 1, ezért 
em x 


hi x—1 
Jstöxa-s ft — dx — 5 f/dx- 5 (- - 
ch x 








z 3hx—5thx-t€ 
ht 1--shé 
33. fjothixdx — Mi dxz [(— dt 
shi x shi x 





dx 
- fi tf dez — éth x--x-r€. 
ssh: x 


chi x—2 
aa. JOE ae 
ch 2xi 1 


Mivel ch? x—shix —-1l és ch2x — shh? x--chix, ezért 


f ch x—2 ch: x—2 
u . . ——————ömi s te — nin gy — 
teh? x—sht x- (sht x-rehé xi 2 ch: x 


xX 
- ff E thsae 


38. f 1 dx - feszes e 
$shx--chx shx4-chz 


— f(chx-shx)dx — shxchx C. 


—5 
34. fi YEN] dx —? Az integrandus — kiemeléssel — alapintegrállá 


alakítható. 


2 1 
24 1-6 





) 
dx — rgy arctgxte. 


18 





arc sin x--€. 


1 1 l 1 
n. f—— a -—- f— a 
4 45—5xt 4457 V1-—xt 4V5 

.A i I l 
n. fős ta fé fe 
K6--őxt Ká" FIjtat 


l l TEA) 
ő ő 


; . 
- — In C.(xtF1-txt), 
6 


ahol a €-— 77 In C, összefüggés felírásával a tetszőleges konstans tag he- 
lyett a logaritmus argumentumában tetszőleges szorzótényező lén fel. 


39. f 5 2-2 f 1 F.C, ha lx] — 1, 
4— 4 4. 1—xt F,(x), ha Ixl:r1. 


A függvény határozatlan integrálja két függvény. 





5 5 43 
FC — garthaté — Zn -re, ha IxI —1; 


4. 
F ( — Jarethx4C- mm te ha lxi --1. 


Ellénőrizzük a megoldás helyességét! 

1--x c - 5 1 1—x)- 1—(1-3-x)-(— b 
1—x g 1xx (1—xy" 
5 -x 2 5 1 


ET nú. —————— Úr sr. 7 —r 


F(x — E ln —— 


i 
Az F(x) függvény deriváltja valóban 2 aga , de F(x) csak Ix]--1 


értékekre van értelmezve, mivel különben a , logarítus argumenturna Ú, sz 
vagy negativ, 

Meghatározzuk az F.C) függvény deriváltját. Természetes, hogy a deri- 
vált csak azokhoz az x értékekhez tartozhat, amelyekre F(x értelmezett. 


xtli " 5 x—iI (x—1):1—fx--1)-1 
10) [degré -gsar e gen 
5 x—i -2 5 —-I 3 Hi 


— 8 x11(—-INB 0 4 xt—t 4 1—at! 
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5 
Tehát az FA(x) függvény deriváltja is —- 


a JET ef gaőat 











3 1 3 
ay dx a P archx4C. 
Vx3-1 2 
x:3-] 1 
41. fát eér 1 
x1-] 


zfdx - f— z x— arc téxiiű. 
FOTI Átt 


— xi 


II. INTEGRÁLÁSI MÓDSZEREK 


1. Bevezetés 


Ha egy adott függvény integrálját — primitív függvényét — ke- 
ressük, akkor feladatunk abból áll, hogy az integrálandó függ- 
vényt — ha az ném alapintegrál — igyekszünk azonos átala- 
kításokkal, valamint az eddig ismertetett és a továbbiakban 15- 
mertetendő integrálási szabályok, módszerek felhasználásával 
úgy átalakítam, hogy egy vagy több alapintegrált kapjunk. Ezt 
a célt sokszor többféle módon is el lehet érni. 

A legegyszerűbb esetek azok, amelyekben néhány azonos 
átalakítással érhetünk célt. Ilyen példákat már az előző fejezet 
tárgyalása során 15 megoldottunk, 


Z. fiax-tb) alakú integrandus 


Differenciálással ellenőrizhető, hogy 


Tfhax4b)dx — r er) 


ahol Fix) az f(x Függvény I primitív függvényét jelöli. 
Ugyanis — a közvetett (összetett) függvények differenciálási 
szabályát felhasználva — 


[Fent c] - E(axrb 


1, 





— a — F (ax tbty—flax 1 b). 


Gyakorló feladatok 
(3x--2y 
4-3 
A megoldás helyességét differenciálással ellenőrizzük: 
4(3x-428.3 
12 





l 
1. f 8x2jödx — C——8xt 24 €. 





E (3x-HZÉTK c] z — (3xr2p. 
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bi 


ik 


Ha 


Cai 


1. Jet dx — Ch ű — — 
—31n 5 t 


— cos (úxi- 4 
8. zesstörrb 


s 


10. 


11. 


12. 


22 


f 6x-4y dx 


a a 
JV lődx — fax 1975 dx — 


Fi 


fesz 


er] - 


(—3xt4) "40 — 


(5x—4y 
6.5 





Erd 


fi ezttdx - Se, 





fed 3 
4 


f sin (6x-4- 4) dx — 


f s05(—4— Sz) dx —z 


l 
J sin! (3xt 2) 


fh 2- 79 dk — 


ix-—-T 


CC. 
in 3 § 


51-a 


6 


— 5 


ctg(3x 2) 


3 


—6ő 
ch(2— 7x) 
-T 


l 


9(—3144p 


f 5 5tz(—6x--4j 
cost(—6x-4d4 


pe — 


továbbiakban az ellenőrzést az Ölvasóra bizzuk! 


1 
C — —(5x—dy 4 €. 
-kK 30 07 V4 


E 
7x—16)t 
Ete 


—-7 
4 


4 
; KG — 16 1x—I6Ftre— 55 Gr 16) VT I64 C. 


(—3xt4) ? 


dx a f(— Jr 4) tek zs S cz 


—3(—3) 


re. 


2-3 


— tk 
3ln5 


sin (—4— 5 sin(—4—5x) 


C -— — —— —— — ————1€. 
5 Tt 


Il 
tC -—-gagőrt2t e. 


i 
-z ch(2—7x)--€. 


5 
C-—etgisérthtC. 


3. F(xf (x) alakú integrandus 


Differenciáljuk az alábbi függvényt: 








fett 
ze tC h5-D 
TAG [DATA ea 
Dee] E 709700 
Ebből következik, hogy 
[rear ega S ELC (1-0 


Ennek speciális esete n— 1], vagyis 





ID (dx — 4 49 4 €. 


Először az utóbbira, azután az előbbire oldunk meg felada- 
tokat. Sokszor gyakorlott szem kell annak megállapításához, 
hogy az integrandus ilyen alakú, ill. hogy egyszerű átalakítások- 
kal ilyen alakra hozható. 


Gyakorló feladatok 
foaea4á4jdx —? 
Mivel (2x?-4-4y — 6xt, tehát az alábbi átalakítást végezzük: 





1 I (20-49 
fe) dx — — f 6x2(23- 4) dx — JT e 
6 6 2 
- Z (xb) C. 
12 
Ellenőrizzük a megoldás helyességét! 
l 7 2(263-4)-őe 
E 2544. e] z ndsszdlt alk — xtí209- d). 
12 12 
: k . sin? x 
2. f sinxcoszxdx - f sin x:(sinx) dx — 4 €. 
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ÍrL x 
3. [7 
A 
l 
4. [284 yot dx — 1 fene gy dx 


1 (29 4)" 1 
— ————-——. 41( — — (2 déteű. 
ő 6 T 36. ) 


Ez már az általános esetre volt példa! Ellenőrizzük a megoldás helyességét: 


6(20--4).6x 


— x(24534y. 
36 í ) 


l y 
— (224 rCI 
geza] 


A többi feladatrmegoldás helyességének ellenőrzését az Olvasóra bízzuk, 


B 
6x1-- 4)?" 
5. fevősztám tf 18é(6z44T ds — 8 aeg—tCs 


2 
1 — -— 1 MEN 
— ztést 49 — 7 (6-4) Vőx3r44C, 
l -i 
§ - [260 "dx e 


6. [1 —— dx 
FKx:tő 


1 





1 02-46): MERNANY 
- ETV FC z Fax 67 C. 
2 1 
2 
1—e"y 
T. f7a-eyzdz-f-et-ejde-— 70 mele €. 


fsintxsin2xdx-? 


Itt először trigonometrikus összefüggés felhasználásával igyek- 
szünk a kétszeres szöget kiküszöbölni. 


Jsintx sin 2x.dk sz Í sint a 2 sin x cos x dx ei 2 f sin x cos x dx - 


sir 1 
22 etc — — int x-r C. 





24 


a 


a. J— dx f sin xícosx) "dx — 


F cas x 


taj 


, -A (cos x) 
—— f (— sin 2) (cos x) 7 dx s —[— — 


a 
kel s —-3FycosxirC 
3 
sé sinő x Í tg" x 
10. Fi x- f ——— dx — ftgx dx — 3r€. 
COST A CO x cosix cx 6 


retgxy t 
1. fEZE dx a f farctg9t —— dx — EE 
14 1-4Hx? 3 














He. 








ff 
b 79 


alakú integrandus 


Differenciáljuk a következő függvényt: 
In [/(xd1- €. 

fe 

FO) 


Ez egyszerűen belátható külön fíx)—b és külön fíxy—-0 
esetére. 
Ebből következik, hogy 


T(x) 
To x) dx — 


in [7691 CI — 





In [A(xI 4 €. 


Gyakorló feladatok 
2x 
1. fa — In(x2347) C. 
x-4-7 


Ha a nevező bármely x-re pozitív, akkor felesleges kiirnunk az abszolút 
érték jelét! 


25 





; I 
J DX 7 dx s? A nevező deriváltja 38, ezért kiemeléssel, ill bő- 
x1-- 


vitéssél átalakítjuk az imiogranemeti 


5x? 
[— dx — — 5fz 2 dx a nlatt4lC. 
x773-4 0-4 
— 4 
7-5 -- 2 f ES dx — —— In ]5 cos x441-€ 
5c0sxt4 5 d S5cosx4t4 5 


f JSINZK 29 A nevező deriváltja: (sin? x-12xy — 


sins xb 123x 
— 7 sin xcosx. A számlálót átalakítva: sin 2x— 2 sin x €c0s Xx. 


f— — s E — § In (sirt x-k 12m)-4 €. 


sin? x 4 I2n sír x 4 12 
— sin Zx maz pia NANE 
5. — e — dx —? A nevező deriváltja: (5-Heostxy — 
34cosx 
z2cosxi—sinxj— — 2 sin x cos x — — Sir 2x. 
— sin 2x 
EE gx z in(5-4eostx) 4 C. 
5z4cecossx 


az 
185 ge — lnltgaxl 4 C. 
cost xtgx tg x 


l 


— sintx 
T. f—— — [EE a — — In letg x1-- 
sirt x cigx cig x 




















SÉT .Xx —sinx 
a. frexax- f dx — - f dx — — in lecsaxl- CC. 
c0s.x cas Ax 
1 
1 x 
9. J dx KN KEGY lniin x] 4 €. 
x ln x ln x 


I 


2 Í 
10. f— —— e [E dx s Inlartha1t €. 
03—ljarthax arthx 


x 


F.a 
11. [1 dx — In les 314 €. 
0 r3 
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5. Integrálás helyettesítéssel 


Differenciáljuk az vy— F[u(O] közvetett függvényt x szerint! 


, . dF dF[uGol  du() 
du(e dx " 


iH. rövidebben felírva 


; skÉse dt a /(giz, ahol FC) z f(2). 


Ebből következik, hogy 


1 f[uCOLur 67) dx — fi kk sz dx -I. fa du — Fiu] -k C. 


A fentiek alapján könnyen belátható a következő szabály: 
Ha egy olyan szorzatot kell integrálnunk, amelynek egyik ténye- 
zőle egy közvetett függvény, másik tényezője pedig e közve- 
tett függvény belső függvényének deriváltja, akkor a belső függ- 
vényt új változóval helyettesítjük, maid úgy integrálhatunk, 
mintha a belső függvényünk lett volna a független változó. 

sokszor nem látható közvetlenül, hogy az integrandus ilyen 
alakú, ill. átalakítással ilyen alakra hozható — és még ha ilyen 
alakra hozzuk, sem biztos, hogy integrálható függvényt ka- 
punk —, mégis érdemes behelyettesítéssel próbálkoznunk, mi- 
vel az — főleg bizonyos gyakorlat szerzése után — számos eset- 
ben eredményre vezet. 

Más esetekben bizonyos típusú helyettesítés mindig célra 
vezet. Ezeket később tárgyaljuk. 

A helyettesítést az alábbi módon végezzük: Ha u(x) —t, akkor 
dt 


Te 7 Hi (xx), és így w(x)dx — dt, vagyis 


TFU dx — Íf()dt — FG) C, 
ahol most már visszahelyettesíthetjük £— z(x)-et. 


27 


Gyakorló feladatok 


főrezodx e? 


Ezt a feladatot már a 2. pontban is megoldottuk, de most alkalmazzuk 
a helyettesítés módszerét. 


Mivel hatvány integrálása igen egyszerű, ezért legyen 342 — f, vagyis 





É 
xs -—, tehát dx 
Vagyis 
f xa2jödk — — fat — hc ——(3x4Dt a C. 
3 3.4 12 
d 
J V7x— tédx —? A feladatot helyettesítéssel oldjuk meg. 
. tk ló . dr 
Legyen 7x— ló — 7. vagyis x — , ébből dx — 77 
7—e-lfira-lféa- éke 
7x— lődd. -—f ráta fr t— — t" if — 
J ez i6éx s 7 1.5 
: (7 16)" ke li FG ióF te 
S — - mm — xx fe 
38 35 
4 4 
— az. (/x716y7x— 144 €. 
l 
3. f—zZ za ék — 
(—3xtdy 
. , r—4 4—r 
Hejyettesítés az előbbi módon: —3x-t4 — 7; vagyis x — -y 7 
; et 
és dx — ——., 
3 
j d f6—3x44jt d fő 
tik — —3XT X Ez — — zzz 
(—3x4dy 3 


7: l 1 l 1 
9 (—3x E 4p 


If ag 1279 
§ 2 J meeeg zzt 9 ps 





4. feérttdk-? 


1—4 
Légyen 5x-kH4 — r, ekkor x — e. és dx — TT: 


t 1 1 
ferdx - zfedi ete merte 


5. fa5-dx—? 


tt? ett 
Legyen 4dx—7 — r, ebből x — a és dx — a" 
zix-? 
y7-T dx zÍra- zt e-g . 
J d ln3 4 ln 3 te 
6. Ís1-"dx-? 
r—2  2—- 
Légyen 2—3x — t, ebből x — — — et és d. - ÉL 
— 3 3 3 
4-8 j] E — 51-38 
52- v dx 2 —— fs dt -—— — €-——G4c, 
J 3 357 sins Tt 


7. fsin(6x44jdx -? 


Legyen 6x-t- 4 — z, ekkör x — . és dx — s 
f sin tőx4.4) dx zz — f sind re - E 
fc05(—4—Sx)dx —? 

Légyen —4—5r — 7, ekkor x — 2 -- és dx --. 


1 
J c05(—4— Sz dx s -— fi gos dt -- a HŰ 


l 
sz - s5n(—4—5x)--€ 
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1 
[1 ——— dx m—? 
sint(3x-4 2) 


1—2 di 
Legyen 3512 — r, ebből x s "gs dx — 7 


1 l dt 1 
f— zt [5-7 egtes 
sin: (3x-42 3.d sintr 3 


l 
z — ag (3xt 2. 


5 
10. [————- d m? 
cost ártHh 


í — df 
és dx m — . 
Óó 





4 — 
Legyen —6x3 4 — fr, ebből x — 


3 5 dt 5 
51 ——— tk ---[—- m—-—tgttrC- 
c05(— őrt 4) óv. cos ő 


5 
——-gtg(— őrt €. 
. Ísh(2-7o)dk —? 


4—-t dr 
Legyen 2—7x — ft, ebből x — 7 és dx s 77. 


I 1 
Íh(2-7x) ax -—— fs dt -——cht4C — 


chí2-? 
S 4c 








1 
a? Próbáljuk meg az integrandust 178 alakra hozni! 


dx 
253-txT 
Ehhez előbb kiemeljük az integráljel elé a nevezőből a 25-öt: 
dx l dx 


25zxt 25 E 1 
14 ] 





Most az ki sz f helyettesítés vezet célhoz. 


xzőSt és do—5Sdt. 


dx 1 5 di Hi fi dt l c 
Sr ssJiazn o sJazyi ő yei Tt — 











13. Az előbbi feladatot általánosan is megoldjuk: 


dx kg 
Jaa 9 


2-et kiemeljük a nevezőbül: 
Í dx 


ele Gy 
e [) 
H 


x 
Legyen — — r, ebből x—dt és dx—a dt. 
Fej 














f dx 1 a dt 
aldgxi az Agi S " --aretgtác — 
l x 
— — arc tg —t€ 
a a 
14. f dx ? Az integrand őjéből 36-ot kiemelünk, i 
. IT ETSÉN z integrandus nevezőjé öt kiemelünk, így 





érjük el azt, hogy a tört 


f dx Hi 1 
364 lőxt 36 


1 
alakra hozható. 
14 


9 "36 s(-zy 
1 -7- ÉSE 


Lepyvé 2 r, ebből 141 dx 3 ag 
II — — € — — h3 mm mm gli, 
Byen rz tn 2 


f dx 1 (27 fé c - 
jgrlige 36 izn  zaJúgiís 24 gatetgtt e - 


- I et X e. 
öz 
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15. Az előző típusú feladatot általánosan ís megoldjuk : 


f dx 9 
jul ali v nöt ai 7 


f dx l dx 
Fa — [8 xt NI [d fi hx t I 
Az integrandust a? kiemelésével alakítjuk át: J 1 — () 


17. A fenti típusú általános feladat; 


—- 





f dx 1 dx Elvégezve az alábti helyettesítést: 
at bixt af ba 
xx — hx a d ; ai 
5) ts —, ebből 14——t, és dí — — dr. 
a ő b 
bx ; a a 
Légyen — — f, ebből x — —t és dx — — dt. ht 
a ra-mag al pizza bI Vr 
f dx I b l c 1 ] bx 
agbixi gi l4r8 25 7 gp eretet mp arcsini re — a resn Tre. 
1 bx 
sz — arct1g— tű. da l dx 
ab tT [1 — — — 7 9 Te 
V16-4251? "f Sxté 
16. f ll ? Tudjuk, h f1— lapintegrál.  Ú 17 
. ] ——— udiu ogy ———  alapintegrál. gy 
FK36—16x — x? . 4 4 
próbáljuk átalakítani az integrandust, hogy az új változóban ilyen alakú Légyen ( 5 Mild ebből x— — ét és dx — -— dt. 
legyen: 4 5 5 
f dx . 4 da . 1 dx 4 
aze zt fézer — 
; lősz 47 úr 5/ Kan 
Helyettesítsünk : 


acshrrC— barsh ge — a VÉT c 
2x 3 4 — — ars — — ar sm — --- in —--E 1-7 a) MAN 
i-— ebből 7. és dx — —dt. 3 5 4 5 [4 4 


19. A fenti típusú feladat általános alakja: 


i 
SZT af K1-r? [s j irsz Ke 


I 1 2x 
— — arcsin (1 — —arcsin—t € bx a 7) 
4 d 3 Légyen Ez me ebből x— és dx — dt, 
fr j 


32 3 Integrálszámítás 


dx 1 
MCSEREY VEB ÍGE Ni 


1 i b l b bay 
z — arshr4C — S arsh 4C s -— Ín EP: [dc 
b b a b a a 


20, f men enem z? Reméljük, hogy az integrandus kiemeléssel és 
F25xz — 36 


di 
helyettesítéssel J r—— 
3 .1 


alábbi átalakításokat és kállnlli végezzük el: 


[A 25xi e TET árt 
5x a) 
Legyen f— ms ebből x— s, és dx — —- dt. 


ú 
—- dt 
Í resz de -1f 5 - 7 [— dt 
VK250- 36 6 5-1 5 


1 
— — archt3 € — — h24cz In Je 
; arc g arch H Ka 36 


Z1. A fenti tipusú feladat általános alakja: 
f dx l dx 
Ari 
Bx a d 
Legyen f — —, ebből x — — f és dx — — di. 
a b b 


A 
[E 1 [E JJ  - 
TETT szi Kr:—1 b Kr:—i 
1 bx V bx 
— sarehtrCe Sarhi c Tf ln kae PJ- [e 
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alapintegrállá alakítható. Ennek érdekében az 





dx . . , I 
22. fi FTECTET ? Az integrandust igyekszünk 17 alakra 


f ax l dx 
49—25ad s [7 E zo 
7 
5x 7 ri 
Legyen :? — —, ebből x — — t és dx — — dt. 
7 5 5 


7 








ft 
dx e .f 5 - f dt 
49—25x: 49) 1—g  35J 1—gt 
l 1 1-t 
FA) z gzarthrr Ci — za ezt e ha It 1. 
ü 35 70. 1- 
" 1 1 r-il 
F.(r 7 ggarethit Ca — 70871 tű ha li] 51. 
Tehát 
f dx 
49—28x9 
14 
] arth jtt — [1 ! CC... h 
70 707 sz rt hah] e-m 
j Xg 
1 vi 
-garethi b Cs— zzln—— tt Ca ha ix] 5- — 


23. A fenti feladattiípus általános alakja: 
dx l dx 
[errre al -e 
d 


ba 
Legyen f — —, ebből x —— r és dx z dt. 
Fő) b b 


hozni: 
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met 
de fe Hi -f dt 
at—abaxi gi) 1—-rt gh4 1—8 


I 1 17-i 
F (rt) — apr th HÜ, s Cerstti papáját ha Irj; 


1 I f-H1 
F.(r) — — arctht4- CC, — --—— In — --€., ha Ir] 1. 
(1) 17 szart Cs ha Ir] 


Tehát 
[65 
a-t ag 
b 
b , 47 
x a 
— ar th —- CC, — ---l] 164. ha ix -z —-: 
Ar -F 2ab n b u Na ix] 
úi fej 
N Ex 
—-41 
1 bx fi a a 
— arcth— a, sz -- - ln --- --- e — €, ha Iz] — —. 
í a zab bx ; 
ű 


[e 
24. J en cos xdxsz? Mivel e integrálása igen egyszerű, próbál- 


közzünk a tssin x helyettesítéssel; 
Itt az inverz függyény feliírására és differeaciálására nincs Is szükség, 


ij . 
mért ebből Fn — cos x és Így df— cos xdx az integrandusba közvetlenül 
XL 


behelyettesíthető : 
fersscosxdx — fe dt—é40— en ral. 


25. Í X sin xdxz ? Most helyettesítéssel a" alakú kifejezést igyekszünk 


kapni az integrandusban. 
Legyen f—cos x, ebből disz —sin xdx és 


T ágai az 


RŰ - — F( 
ln5 ln § 








Jerssinxdxz— fstdt a — 
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26. f (32242) sin (x8-4.2x— d) dx —? 
dt 
Legyen ! — x32x—4d, ekkor 7 sz 3x33-2 és di — (3.732) dx. 
xx 


fG242) sin(x?42x— d) dx z fsinrdt ——cosrrC 


z —c05(x-r2x—dhi e. 


e 
27. J dx —? 
1-7 e" 


I. Megoldás: 





dt 
Legyen x — In f, és így dx — —. 
z 


e esist dr ts 1 f 
J dx — f— Sz f df gt. 
14e" 1—ert 1--r fr 1-Hi 











Az átalakítás során fehasználtuk az es"s f, 11. etet," azonosságokat. 


f 1--r—1 l 
—— dt - [—— d - fl-m 7) teln]1--z[-4 €. 
l-t! 17-i 1--t 


A primitiv függvény most még f függvénye, ezt x függvényévé kell 
alakHanunk. 





er 
J dx — €7—Wn]1-5e14r€, 
1te 


ugyams x—l]n r-ből 1—e", 
H. Megoldás: 


Ezt a feladatot megoldjuk még úgy is, hogy függvényt helyettesítünk új 
független változóval: 


e. 
j— — dx —? 
te 
írt 


dt 
Legyen t—he", ekkor ——e"—-tr és így dx——. 
dx t 


e. í: dt t 
J dx - f——E — f dt. 
171- e" 1--t í 17-f 
Látható, hogy most is az előbbi intégrandust kaptuk, amelynek primitív 
függvénye /—]n11--z[-- €, amint ezt az előbbiekben kiszámítottuk, 
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28. ÍV1— dx —? 


Ha most az x független változó helyett a f-nek szinuszát vagy koszinuszát 
vezetjük be, akkor a gyökkíifejezés kiküszöbölhető. 


IT. Megoldás: 


Legyen x—sin £; dx— cos tdt. 
ÍY1-axt dx — ÍV1-sintp cos t dt — fcosrcosrdt — fcosttdt, 


1-4-cos 2 
Mivel cos! t 7 — ezért 





1 zt l cos dr 
Ír - [a -f-af — di 


sin 2r 


ft -k tű 





1 
2 


A primitiv függvény a f változó függvénye. Ezt kell átalakítanunk az 
x változó függvényévé. 
Mivel x—sint, ezért f(—arcsina, ih. sin2t—-— 2sintcost sz 


sz 2sinrF1—sin! re 2xV1—at, így 


arc sin FK1—xi 
fra E Le : c 


It. Megoldás: 


Oldjuk meg a feladatot x—cos í helyettesítéssel is: 
ÍVI-8 dx —? 
Legyen x— cost, ebből dx— —sin f df, 
ÍV1-ide en ÍV1-cosr(—sin dt — f—sin rt sin td zz 


zz — f sin E dt. 
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1— cos 3r 





Mivel sin 1— — TT ezért 
fvize d — [E EL a te f SS az 
sin 2t ji 14C 
04 2 i 


Az eredményt ismét x változójúvá alakítjuk : x— cos t, és ebből t—arc cos x; 


sin 3 — 2sin f cos r — 2Y1—costt cos: — 2xV1—x:. 


xX JiC C0s 
Í1-s d - 2118 -—te 





A két módszerrel kapott primitív függvény alakja különbözik égymás- 


Li - AT m ÉJ) 
tól, mivel azonban arc cos x — CN arc sin x, ézért 


ÍV-zd e VS te 
geecsi arc sin x ver 
2 4 


A két primitív függvény tehát csak a konstansban különbözik egymástól, 
vagyis lényegében megegyeznek. 


29. f FI-kxtdx— ? Az integrandusban levő gyökkilejezés sokszor 


kiküszöbölhető, ha felhasználjuk a hiberbolikus függvényekre tanult né- 
hány azonosságot, amelyek közül néhányat most felírunk : 


ch" x—sh: x — I; 
sh 2x — 2shxchx; 


ch! xt- st x sz ch 3x. 


Ezekből kapható még : 
1t-ch2x 
ch x — gén, 
2 
h2x—1 
ssh: x s. 
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Legyen most x— sh f, ugyanis ekkor a négyzéték különbségére vonaikozó 
azonosságot használhatjuk fel: 


dx—eh tt dt: 


Írd - f vi séreh f dt — fent dt - 


14-eh 27 t  sh3r 
—  — di —- — Tr E. 
(e tg 





Visszaalakíttuk az éredményt x függvényévé; x—sh 7, ebből f—ar sh x. 
sh27 — 2shrchr — 2shrYi4shir — 2x VK1-rxé, 


Így a feladat megoldása: 


—- arshx xVlI-tax 
Ím 2 xt dx — zt .- te 


38. ÍV2—-i1 dx z ? Most az xzchi helyettesítés vezet célhoz, 
ugyanis der—shzet, és Így 


fvx2-idx — fVehtr—1shedt— Íshrdt sz 





ch 3r—1 sh2r zi Zshrchi 
a DRE aa c- Zeit íg 
4 2 2 2 
Az eredményt x függvényévé alakítjuk : 


sh2r s 2shrchr — 2 Vx2— I; ? — archx, 


x Vx2—-1 archx 
ÍVE-1 d —- — es ehe 
2 2 


31. ÍVI6-e dx — ? Ez az integrandus a 28. feladatéra vezethető 
VISSZA. 


fra af Y-T e 


Itt már függvényt helyettesítünk függvénnyel : 


x 
a sin tí; xmdsinf; dx— 4 cos i dr. 


ÍV16—xidx - 4 ÍV1—sinz 14 costdt ai 16 f cost ydt — 


a 
- 16 (5 ; dt 8 [/dra8 f cosztdt z 


Sir 27 








— 8f—-ő8 3C — Szt dsin2tr C. 


.0X . . x xv 
t— arc sin; sm 2t — 2sinrcosi— 2 1—1— 1 . 


S , xX x fi 
Ív16—ed — §$ arc sine ék b 1-[3) 2 €. 


32. A tipus általános alakja és mégoöldása : 
bx 
free txt dx s af [d dx. 


ír 
zo SÍth u; x — sm ac; dx — 7. 705 dí. 





Fila 
cos wdu sz a Ji cost vida — 


Íva- szd z a ÍV1- sin ts ; 


a l 4kcös dt aes TH SIM ZK 
d c. 





uár ige szzállslri ESÉN 
Be . Bx bxW 
u — arc sin —; sin 34 — 2511 6 cos 4 — 2 — 1-5 . 
a e a 
bx 1 5bx bat 
Jve-be merslemmata (5) [re- 


; TET e j AH 





[I 


— — arc sin 2 — 7-4 
zb 


33. ÍW25-4xtdx — 


fv2szxdk - s f 5) e 


fi öö 
Legyen ri z she; vagyis x— 5 sh e; így dx — 5 ch u du. 
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Ívaszetdx e 5 ÍVláastuchudu — 5 f ch udu z 


ki s [E dum s a sh2n 
2 4 





u h—: sh934—2shwuwehwuya2-— FF 1-- I 
sz ars jei he — zi — nm T-t Fő 
5 H u54 eh u : (51 


5 l V £ 
fnzsaxidx —-arshtr 145] 3-€. 


34. ÁA tipus általános alakja és megoldása : 
bx1 
frarwzdx z a fé 143-1—] dx. 
a 
bx . a a 
Legyen ——sh w; vagyis x--m shu és dx—- ch 4 du. 
él 


e 
ÍJvares dx s a VT share u du — ap fed — 


1--ch2 Z h2 
he Ho ely zs "e 





—  -——rra gy — 


bd ag pb" 4 





bx ba bet 
xzarshoi sh24— 25huwchwis 2-— 1[d ] 


si b b 
Íves -5lze rsh ey 1 [7] [er 
- € ar she j 1 bx ac 
023 d 2 d 
gt 


b x —— 
E s— — mi F- 3 2 , 
2p ör sh at Fett xi C 


35. Íve-tőa —- 4 f B-t 


Legyen 57 t; vagyis x— dchi; így does 4 sh ! dt. 


42 


5 5 
4€ — — 44 —sh245r e 
] z 4 


ÍV 16 dx a 4 f Vchtr—i-4shrdt -z 16 f str dt — 

ch 2r— 1 sh 2 
— 6 [Ed — B f teh2r- Bat z 8———8ttC - 
z 4 sh 2/—8r-- CC. 


1: s arch E: sh2r — 2shrehr— 22 B) l 
c 4" "ap ha j 
xv x 
Ív 16d -xy 71—8arch— te — 


- 7 P?-16-8arch tr C. 
36. A típus általános alakja és megoldása ; 


ÍVEs-et d - af f-e 


— echt; x z b cht; dx — Éshtdí 
g hix zgehtidx— . 


ri 
ÍV ad - a f Ven a—1 s t di — a Jmeedt tai 


ch 27—]1 at fsh2r 5] a 
d —- —— [4£ — 





e phsti altt HT Rtl TTT a) 
b 2 b y 


4b 2b 


bx beg ib 
Mivel r — arch— és sh2r — 2shzchr—2— fe ezért 
a 


: 2b V bet ai b 
ÍV aak z 2 E (2) -1-C arch-rC s 
4b d a 28 a 


(ax bet ! at ke 
2 7) 2h r N 


BI x3 c gi 2 reb €. 
2b a 
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6. Parciális integrálás 


A parciális integrálás szabálya a szorzatfüggvény deriválási 
szabályából kapható az alábbi módon: 

Legyen 4—uí(x) és b víx), akkor (uwy — úuowctuw. 

Mivel wwv — (uwwy — u, ezért 


JT uvdx — T (uwy dx— f uw dx, 
vágyis 
Jwvdx - u— fu dx. 


A múdszert általában akkor érdemes alkalmazni, ha az integ- 
randus olyan szorzatként írható fel, melyben az egyik — 1w- 
ként felfogott — tényező integrálja ismert, a másik — 4-vel 
jelölt — tényező v" deriváltját könnyen meghatározhatjuk, és 
ÍJ uwdx könnyebben meghatározható, mint fwovdx. Általá- 
nos módszert nem adhatunk arra, hogy a szorzat melyik té- 
nyezőjét válasszuk w-nek, ill. v-nek, de az egyes feladatok, ill. 
feladattípusok megoldásakor választásunkat megindokoljuk. 

a) Hatványfügevénnye! szorzott exponenciális, irigonometri- 
kus és hiperbolikus függvények parciális integrálása. A derivá- 
lás a hatványfüggvény fokszámát csökkenti, az integrálás a tri- 
gonomeirikus (csak szinusz és köszmusz), exponenicális és hi- 
perbolikus (csak a szinusz és koszinusz hiperbolikus) függ 
vényekét nem változtatja. Pl.: (sh.xY—chox stb. Ebből követ- 
kezik, hogy az ilyen típusú integrandusok úgy alakíthatók át 
egyszerübb alakra, hogy a hatványfüggvényt válaszjuk v-nek 
és az exponenciális, trigonometrikus, ill. hiperbolikus függvényt 
4-nek., 


Gyakorló feladatok 


1. f xeé" dx— ? (Itt és a továbbiakban k valós számot jelent.? 


1 
Legyen v— x és W — e": ekkor v—1 és 45 F" ee 


Így 











xer" e dx xes e 
xeé" dx s — [ —— sz — b. 
J K k k k: 
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Ellenőrizzük a megoldás helyességét! 


xer e ! es es 
122225 ha [/ zzz xe"p— — — -— xe 
( ko ok ) kk 





A deriválás alkalmával vigyázzunk arra, hogy az első tag 


szorzatfüggvény! A többi feladat megoldásának ellenőrzését az 
Olvasóra bízzuk. 


2. f2xsin őx dx —? 














. —COSÜx . 
Legyen v—2x; u —sin őx; tehát v—- 2; 4 — 
— 2x C0s5 6x — 2 cos Őx 
fzosinőxax ZS -f— dir 
Óó ő 
-xcos6x 1] —xcosőx  sin6r 
E TT 17 f vosőxdx St -4€. 
3 3 4 18 
3. f4x cos dxdx —? 
sin 4.x 
Legyen v—dx: 4 —cos dx: ekkor ved; ur - 
. . , cos dx 
f drcosáxdk z xsin4x— Í sindxdx — xsin4x 40 


4. f6xsh7xdx sz? 


ch 7x 
Legyen v—6őx; 4"—sh7x; ekkor r— 6; H— 7" 








A, Ir ———m—$Oormm 
— kk 


óx ch 7x fa . 6xch7x 6 sh7x 
je 7 49 


f esh7edx — 


5. f3xchdxdx —? 








ssh 4 
Legyen 1—3x; 4—chdax:; ekkor vw—3: 4— 2 
f/dooháxák — én pi az 9eshéx  3ehda e 
4 4 4 16 
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Ha a hatványfüggvényben x magasabb hatványa 15 szerepel, 
akkor a parciális integrálás módszerét szükség szerint ismételten 
alkalmazhatjuk. Most ilyen típusú feladatokat oldunk meg. 


ő. fxtesdx-? 


e 
Legyen vsxi; wae"; ekkor v—2x; us a 


l 1 
fe ev dx zett fed. 


A parciális integrálás módszerét alkalmazva, a második tagban integran- 
dusként ismét szorzatlüggvényt kaptunk, de ebben a hatványfügzgvény fok- 
száma már eggyel kisebb, mint előbb volt, az exponenciális tényező lénye- 
gében változatlan. Erre ismét alkalmazzuk a parciális integrálás módszerét. 





fxete dx —? 
a 
Legyen v7-x; úizmet; ekkor vi— 1; tr, — EG 
xet ei 
xe" dx 5 — § —— dx — —xev—— etre 
J 4 d 4 16 


A kapott eredményt visszahelyettesítve : 


1 l 1 
je ev dx e 7" emg ket ese 


7. fasinSxzdx -? 


—c08 5x 
Legyen v—3x5; x" sin 5x; ekkor $—őx; 4 —— Tt 


— 3yi 6 5 
fgesin Jax dx s — Ef - ll dx 
5 A 
3 ő 
— - gy e0s 54 [cos 3x dx. 


A második tag integrandusa szorzatfüggvény, amit ismét parciálisan 
integrálunk. 


fox cos 5xdx 5? 
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sin 5x 


Legyen 44—x; 4f—cosőx; ms il; wz ; 





l 1 
fxcosSzdk z a sin s J sin 5x dx — 


sz 7 ST Sx- sz cos 5xt € 
A feladat megoldása tehát: 
fe sin 5x dx 22 sa C0s 5x-k A, sin sza c0s Sx-kű 
5 25 125 
Ellenőrizzük a megoldás helyességét! 


3 15) ó : 
[5 C0S ET És sin TT. cos 5xr d) — 


— --xcos 5x4 3x sin 5x.hoz sin 534-Sk c0s 5x— sinSx s 
— J3a3 sin 5x. 
A feladatot tehát helyesen oldottuk meg. 
83. fxshxdx—? 
Légyen t—a; ír — sh x:; ekkorv— I; nr — ch x. 
frshxdx s xchx— fchodx s xehx—shx-t€. 
9. fs sh 2x dx —? 


ch 2x 
FENE 


1 3 
fe sh 2xdx a rt eh2x— fe 3xdx. 


4 — d: B 4 — - — 
Légyén rő x3; w — sh2x; ekkor v — 36; kH 5 





A. második tagra ismét a parciális integrálást alkalmazzuk : 


fxtch2xdx sz? 
sh 2x 


Légyen r—x7; uszch.2x; ékkor vje2x; 44 — S 





I 
fen Zxdx-—x sh2x— f xsh.2xdx. 
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A szorzatfüggvényt újra parciálisan integráljuk. 12. f arc sinxdx s? 


—? . ; l 
Ja sh2x ax Legyen v—arc sin x; w— 1, tehát v ———-—, 4—x. 
i F1—ax: 
Legyen b.—x; uszash 2x; vagyis v— ll; Haz 7 eh xy. x 
f arc sit rdx — x arc sin x— [ —— dr 
F1l1—x: 


li 1 
fJsh2x - —xoh2x-— ft jx dx — 


Vegyük észre, hogy a második tag integrandusát csekély átalakítással 
Feri f €x) alakra hozhatjuk, melynek integrálja már közvetlenül felírható : 


I 1 
z — x 6h2x—— sh 2x3- €. x l -k 
2 4 [ea 7-5 fa-0 2 (-gx) dx — 
1—x" z 
Az eredeti integrál téhát 


1 
Í 3 3 3 7 
— MEGYE E .4 ev —- l (4h—x — 
frshzedx — — st eh2x—atsh2xrzreh2x— me sh2xrt C. -- : e LTE LG 
hb) Logarirmus-, area- és arkuszfügevényvek integrálása. Ezek 2 
a függvények olyanok, hogy intégráljukat nem tudjuk közvetle- ; 
nül felírni, deriváltiukat viszont ismerjük. Ha ilyen esetben az A feladat megoldása tehát 
integrandust olyan függvényszorzatnak tekintjük, amelynek egyik i j VIZI 
tényezője az azonosan egy függvény, a másik tényezője pedig az J arc sinx dx sz xarcsinxaF1—3r e. 
intégrandus, akkor a feladat gyakran megoldható. Ezzel a togás- I I e; s ; s. 
sal esetleg más üpusú integrandus esetében i5 célt érhetünk, Az integrálási konstans előjelváltozását természetesen figyelmén kívül 
hagyhatjuk! 
Ellenőrizzük a megoldás helyességét! 
Gyakorló feladatok 
10. finxdx -? (xarcsinx4F1—x?--Cy — 
i 
— . at Sh- FL sz i x 
Legyen 4—Inx; nr — kh: ekkor v 7: uúuzx. Ekker — AICSÍN XIX — arc sin x. 


meri K1—x 


l 
— I EN KENNY) — 4 ker a 
find xinx f-srdx xlnr—xrű 13. farcsintax4b)dx —? 


11, Í lex .dx —? Az integrandust először helyettesítéssel alakítjuk at úgy, hogy az axtb 


í függvény helyett a f új változót vezetjük be. 
Legyen v—Ígx: w— 1: tehát v— —-Ilge; 4—x. , dt 
By ki x 80 Legyen axt5— tf, ekkor dí— a dx és így dx— —. 
EI 


figxdr ai xlgx-flgedx m— x[gx—xlge-t €. 


I I j 
. Megjegyzés: Itt lg ess0,4343 értékkel szárnolihatunk, f arc sin (ax thidx — — f arc sin dr. 


4 Integrálszárnítás 
48 . 49 


Az előbbi példa eredményét felhasználva kapjuk: 


1 ——— 
f are sin (ax tb) dx — Tt arcsin 1 K1—r9 te — 





b hl 
arc sin lax) K1—(axtb8tC 


14. f arc cos x dx —? 














—1 
Legyen 1—arccosa: u — 1, tehát v — : HEX 
1—x? 
—x 
f arccosxdx — x arc cosx— [ ——— d. 
FK1—x 
—— — a X 
Vegyük észre, hogy (V1—agy -—- ————, ezért 
F1—x 
f arccosx dx — x arcos x—ry1—x7 3. 
xx 
15. fer cos dx — ? 
1 
x 
Legyén v—arc cos —; 471, tehát v— —a—— ; 4—x, 
3 xt 
1— — 
3 
x x —x 
f arecos dx — x arc cos 5 — [ ——— ax. 
3 3 ax 
3 [/ -— 
a 


Vegyük észre, hogy a második tag integrandusa egyszerűen az fr(x)f(x) 
alakra hozható; 





—x —x i 14 
fJf—— d - [— dx - — [-2x9— re) T dx — 
3 1. E V9— et 2 
9 


um] 6 


(9— 2) 


1 ——- 
7 4C — V9—x21€. 


— xi 
l 
2 
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Ezt figyelembe véve a feladat megoldása: 
x x MERRE 
f/recoszzdk sz Xxarc cos —V9—xti €. 
16. farctgőxdx —? 


Legyen t- arctg őx; w — I, tehát 4" — ———  ; 4— 
já ; ; 13436x 


úx 
fer ig őx dx — xarctg 60- [ — 23 — arc ip őx— 


l a 72x 1 
EL fOLT dx z xarcteőr— in (13 3694 C. 
3 Ta x E xarctgóx— rim (ik 36x)-r 


FT 


1, e. . fű 
Tehát itt is a parciális integrálás után kapott inteégrandus ) alakra 


fe) 





volt hozható. 
17. f arc cig ex dx —? 


€ 


Legyen t—arcctig cx; wz 1, tehát v — - ———  :; 4— ax. 
ÉY £ a 14e xi 


cx 


arc cte cx dx — x arc ct cx [—— 
J i . 1-4 cx 


Vegyük észre, hogy a második tag integrandusa f"úoy (xi alakra hoz- 
tú! 


[fh de b f E gent e 
KK sz — JI — L a 
1-4 e! ax? 2c 1--ctxt 2c . 

A feladat megoldása tehát 


ii 
far ctg cx dx — x arcetg exte B (1--et x2) e 


18. farsh7xdx —? 
7 
1-4 497 


7 
f/arsh 7edr — xar sh7x— (——— ak 
V14- 4923 


Legyen v—arsh 7x; r— 1, tehát v — : WX. 
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A második tag intégrandusa egyszerű átalakítással f"(íxdf"(x) alakra 
hozható: 


7x ] .4 
[7 - fas E ggedx mz 
zaa 1 


1 
1 (14493)? 1 
S tt Sr E T-t. 1. e — li Övé . 
Ta ; HC : FK1-4 4952 C 


2 
A feladat megoldása tehát 


1 
farsh7edx sz xarsh]x—-T V1-49xtrC. 


19. farchxdxz f1-archxdr —? 








1 
Legyen t—ar ch x: w— 1, ekkor ír" — -- , HzXx, 
Fa? — 
x 
fjarchxdr z xarehx— [——— dx — 
Fx2-—1 


Í -1 TÉREN 
-— xarchx—— [262-D : dx sz xarchr— Fat l-re 


dt. farch Sxdx — fl-arch 5x dx —? 


hw) 
Legyen v—ar ch 5x; u — 1, ekkor v — ———  : uzx, 
F25x2 1 
3A 
forchszax — xarch Sx— [———— dx — 
VK253—1 


1 .1 
— xarch Sz— s f sox 25 b : dx 


1 GRRR 
sz xarch 54— s Y256-14€. 


A megoldás során felhasználtuk, hogy a parciális 
integrandus f"(x)f (x) alakra hozható volt. 
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integrálással kapott 


21. far thxdx —? 


I 
Legyen rs-arthax:; wz], tehát v — 12a: H7X, 





xX 1 dx 
ferthadr z xarthx— f dx 7 xarthx4— [dx 
1— x? 2.4 1—a? 


1 
sz arthx- 7 In(1—x3-C 


"ax 
A parciábhs imegrálással kapott integrandust a alakra hoztuk, 


xX 
A függvény és az integrál értelmezési tartománya Ix]— I. 
22. farcth x dx —? 


Legyen cszarctha: w— 1, tehát v — 


f/drethxdk — xarcthx— f 


l — dx . l 
- xarethx— f dx — x ar cthx-— Iníxt— 11 tt €. 
, 2 1—x? 2 


1 57x 





Ax 
dx — 
1— 3? 





A függvény és integrálja csak [x]5-1 értékekre értelmezett. A parciális 
a 


m [d Tr haj xX 
integrálással kapott intégrandust [x) alakra hoztuk. 
-x 


c) Exponenciális függvénnyel szorzott írigonometrikus és Hi- 
perbolik us függvények parciafis integrálása. 


tGryakorlú feladatok 


23. fe" sinZxdx z 
I. Megoldás: 


Alkalmazzuk a parciális integrálást, mégpedig legyen 4— e" ; w—sin 2x, 


: —cos 2x 
tehát u — 369"; r sz — . 


2 





. — ev" cos 2x — 3e"" cos 2x 
je sin xx dx — ZT —— dx — 





l 3 
zzz -- em c0s2x1— fe c05 Zx ex. 
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Ismét parciálisan integrálunk, most a jobb oldal második lagjában 
legyen i 
ko, sin 2x 
nezes; vp—cos 2x, tehát si— Jé"; vm — . 


Z 
fe sin 2x dx — 





i 3 ;1 3 
1 escosze (E et sin2e— f 2 er sin aed] — 
x cos2xt [7-2 sin 3x xy" sin 2x dx 
1 3 . 3 . 
m—— etelt sin2x— fe sirt 2x dx. 
2 4 4 


Azt látjuk, hogy a jobb olda! utolsó tagjában az eredeti integrál lépett 
fel; most már az egyenlőséget rendezve, megkaphattuk a keresett integrált. 
13 3 Il 
- fe sin 2xdx — e" [s 2x— — cos 22), 
4 4 2 
ebből 


, 47 
f er sin2xdx — 


13 





3 l 
— sir 2zx —— c052x14 e 
G I 2 J- 


— 8 sin 2x— 2 cos 24) €. 


II. Megoldás: 


Mivel az integrandus mindkét tényezőjének egyaránt egy- 
szerű a deriváltja és az integrálja, megpróbálhatjuk a fordított 
szereposztást is. Mint látni togjuk, ez szintén célhoz vezet. Le- 
gyen tehát most 


] 
v7—e és u—sin 2x, ekkor v — ze és 9 -2cos2x; 
e"-sinZx 2 
3 3 
A kapott integrálra a parciális integrálást a fentihez hasonló szérép- 
osztásban végezzük el; legyen 


J e" sin 2x dx — J e" cos 2x dx. 


l 
uz cos2zx és mise", tehát v, — édi és s —-2sin2v; Így 


fessin2xdx — 
essin2x 2 gercosm 2 : 
- Szeeezy et — fe sin 2x dx! — 
3 3 3 3 
esrsin2x 2 4. 
— 5 eteosze— s fe sin 2x dx; 


sa 


rendezve az egyenlőséget: 


ÉJ 


19 p. e . 
Te " sin 2x dx 5 ga 8 sin 2x— 2 cos 2x) re: 
e 
fe sin 2edx — 57 (3 sin2x— 2 cos 2x)-t C. 
A kétféle úton kapott eredmény természétesen megegyezik. 


24. fer cos 3x dx —? 


sin 3x 
3 


fe cos 3x dx — e . 3x -f 5e55 . 3x dx 


Legyen £—e"; vscos 3x, tehát w— Se"; , — 





h 





I 5 
— 7 e7 sin 3x— fe sin 3x dx. 


A második tagbeli integrálásra ismét alkalmazzuk a parciális integrálás 
módszerét az eredetihez hasonló szereposztással ; legyen e, me; vg—sin 3x, 


; — CÖSg Ax 
tehát uj — 5e7; b — ——— 
fe cos 3xdx — 


1 3 l — Se cos Ír 
— ef 5in x-z [/d77e05 33 f——— ax — 
3 3 3 3 


I 5 25 
— — e sin 3x— e" cos 3-5 fe cos 3x dx. 
3 a 9 
Ebből fejezzük ki a keresett integrált: 


34 l 5 
5 e" cas 3x dx — 7 e sin 3x-- Fi 7 cos 3x; 


f ezcosöxdk 7 köl ] $in 3x-k cos 3 Je 
——e i— —— XX . 
34 3 9 


Ugyanezt az erédményt kaptuk volna, ha minkét lépésben a fordított 
szereposztást választottuk volna. 
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Megoldunk egy ilyen típusú általánosabb feladatot. 


25. fert" cos (cx Fd)dx —? 
Legyen vezetett; pzzeös(ex-Hd), tehát wages; u 


Li 


fest cosíicx-rdhdx — 


I . a . 
— — etxrttejn txr- [7 emet sin (cx d) dx. 
e e 


Á második tagra ismet alkalmazzuk a parciális integrálás módszerét, 


Legyen. ggmeőstt; — r[—sin[(ex--d), tehát wj—getstt;  r— 
— cos (cx-H d) 


Le 


l 
jen cos (cx d) dx — — ett sin (ex td) 
C 


d Í et 
-2[/d ee eos texrdja E fest cos (ex. d) ar] — 
c c c 


et Ft 


a 
ei [e (cx-t d 1-4 — cos fex [- 
c Laj 





—; fe cos (cx a-d) dx. 


Rendezvé az egyenlőséget : 


a" ke 





7 fer cos (ex 4 d)dx s 
C 


extb 


mes [sr cxrd)aZ cos xb] 
c 





ebből 
fest c05 (cx-tdjelx — 


ax-b 


8 a 
— nerrar cos ex d] 
ae? c 





26. fer shá4áxdx — ? Az integrált kétféle módon határozzuk meg: 


1. Parciális integrálással. 


Ax air 


2. A ssh 4x — —z azonosság felhasználásával. 
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sin (cx -H d) 


I Afegoldás: 
ch dx 
4 [/ 
TRE l 
Í es shdxdx — 7 €" ch dx — ri J e" ch 4x dx. 


Legyen ezer: washádux, tehát w—2eé"; uz 





shdx 
Tr" 


2 





Legyen most ese"; v—chá4x, tehát sje2és; nr — 


fetsháxdx s 
1 TR ll TEN ri. 

— —. e" eh 4x—— [— e h4x- [e sh dx érj — 
4 244 2 


l l l 
— —ech4ár—— e ssh 4x4— fe sh dx dx. 
4 faj a 
Ebből rendezéssei a keresett integrált kifejezzük : 


fe sh4x dx — zef 4x— —sh 2]; 


Fel 1 
fe sh 4x ex — TT [a 4x—— sh az) Tr €. 


Az eredmény ugyanez lett volna akkor ís, ha bármelyik esetben 4 és 
v szerepét felcseréljük. 


II Megoldás: 


Mi ev ert j! : j 
fessh 4x ex - [es — ze Ü z — fee "dx — 


zar 


ii e ge e et 
— — hm 4€ t1—— TC. 
2 ( 6 —]) I2 4 











Összéhasontítjuk eredményünket az előbb kapott eredménnyel. 








ld [dc st a] ree (S5-S5]-e- 
3 2 3 2 ag 
gy ge a eg 
KÉNE SSNSET JEzÉNÉS 
Jet. gör Je7B lee e -üx 
Ni 12 te E gzteyT 


A második megoldás sokkal rövidebb; ezért nemcsak azt kell 
megnézni, hogy egy szorzatfüggvény parciálisan integrálható-e, 
hanem azt is, hogy ez tűnik-e a legcélszerűbb módszérnek az 
adott esetben. 

Sszögfüggvények szorzatát is lehet parciálisan integrálni, mi- 
vel azonban az integrandus megfelelő átalakításával a szorzat- 
függvény összegfüggvénnyé alakítható, nem foglalkozunk vele. 
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IH. RACIONÁLIS TÖRTFÜGGYÉNYEK 
INTEGRÁLÁSA 


1. Egyszerűbb speciális típusok 


Először egyszerűbb speciális típusokat vizsgálunk, a bonyolul- 
tabb eseteket maid ezekre vezetjük vissza. 


a) Az integrandus nevezője elsőfokú, számlálója konstans. 
Az integrál általános alakja: 


A 
J ab 


Az integrandust úgy alakítjuk át, hogy a számláló a nevező 
deriváltja legyen. 





A A a A 
[4 z 116 - 7 nlax1-b]-tHC. 


hb) Az inteerandus nevezője egy elsőfokú függvény n-edik (n- 1) 
hatványa, számlálója konstans, Az integrál általános alakja: 


A 
fi tax by By dx. 


Az integrandust f"(x)f"() alakra hozzuk (ilyen típusú függ- 
vényeket már integráltunk a 1. pontban). 


A A end e 
[égy [da dx — 


A (axr by" 5 A 1 
a 1—n tC—T- aggy te (2 71. 
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c) Az integrandus nevezője egy elsőfokú függvény n-edik hat- 
ványa ín; 1), számlálója elsőfokú. Az integrál általános alakja: 


Ax 
exrGy 


(4x-1-B alakú számláló esetén az integrandus két taggá 
bontható, és a második tag éppen a b) eset.) 


Ax dx — A [ax b—b 
taxtpy "7 aj (axáby 
A I A b 
NI szegre [igy ő NI 


- 5 [dare dx— 25 alax tb) "dx — 


. A (axdbyt  Ab(axárby" 
e zen a ien TÓ 


Gyakorló feladatok 








4 d 3 4 
fi ta f dx  — In [3x—515r€ 
3x— 5 3 d 3r—5 3 








2 (dr fd 7 nx—üt e 
, FENT il 4 ga "Ik 1te. 





3.4 3x—2 
5 5 5 (20—4j)-5 
f—— dx - 5 f2605—a-tdk 5 S ac h 
(2x—4y 2 2 —§ 
(1 I 6. I c 
2 (2x-4p M2x—4y Mé 
14 14 
d. j dx — ff -4(6—4x)-7 dx — 
(6—4xy 4 
(7 (6—4x)t 7 I e 
S ÉNNST Szlt du ET rite 


ks) 
ő. Jax — .. 
(3x— dj 3 


x 1 2x43—3 
fd s —  — dx 
(23 2 f2x-4óy 





l l 3 2 
-—f dx [ ——— ek — 
24 (2xt3y d. (le 463y 


1 3 
— 7 [229 dxee [283 3) dx — 





(OT (XA 3 (XT 

. 4  —3 4 —3 s 

SA LL 1 GAZ 
B (XA JE 4 OXxABB 7 B(ZRA3Y 
2x41 

— —- — -—— 
B(2x3Y 





5 f 3x—4- 4 
(3x—4j8 


5 1 20r 1 
--f—zesz fi 

3 Gx-ay 31 0x-4y 

5 20 
- 5 [305-9-sdxa 5 f/3680—497t dr ma 


— 5 (3x-4yt 20 (3x—4)"" 


g 4 d 5 
5 I 4 1 — —5(3x—4)-16 
36 (3x—-44 9 0x-4y 7 — 336(3x—4) 
Hi 4— 15x a 
— 36(3x—4) 





d) Az integrandus nevezője riásodfok ú polinom, számlálója kons- 
tans. Az integrál általános alakia: 


2 dx 
axrbxeáie 7 


ól 


Az integrandus célszerű átalakítása : 


A A hi 
NK EGET BE ÉG elut tÜNENEEEr BEguuuuuuyyzyyllee 
ax1bxte a xx é 
d d 
— A : — 
a , b B e B 
xktzxtratg a 
A 1 


"ez £-] 
krsgl "la ag 


. MG e b 
A továbbiakat az dönti el, hogy a 7 37 kifejezés előjele 
pozitív, negatív vagy pedig nulla-e. 
F 
Ha kelés :— B: —Ű, akkor az integrál helyettesítéssel alap- 


integrállá alakítható át: 


fszt (—5— er 
ax ht bx-ke di b 
sze 
2a 
A l 
- pe dx. 
B 
x tk 27 
Ha az —g 78 új változót vezetjük be, akkor az imteg- 
randus —- a konstans szorzóktól eltekintve — -ri alakú 
lesz, és ennek primitív függvényei arc tg 4-tC alakúak. 
2 
Ha — RRÉra — — B" 0, akkor az integrandus az előző módon 
a 


öz 





l da ] 4 
7-1 alakra hozható, és ennek primitív függvényei arthuFC 
alakúak, 


[3 
Ha em — 0, akkor a nevezőben levő másodfokú poli- 


nom teljes négyzet, és így az integrál a bj-ben tárgyalt módon 
számítható ki. 


Gyakorló feladatok 


dx — 


l 
JT 


- [era are dx. 


xr2 x-4H2 
Alkalmazzuk most az 4 5 . helyettesítést, ekkor 4 — 77" ebből 


l 
f—— ar 
x4t4áxtő 


dx 
xsz24—2 és mm 2, vagyis decz 2dő. 
H 


1 Í l I I 1 
d -—f 2 d -—[—— — 
JTA " 4. ú4-tl . 2 egi 


: tén C 5 t kölén 1€ 
- —ArEtg at — — arctg— - t€ 
p lta p játztdtásllt 





1 I 
—— dx - [————— di 
JTA ki 716xt93-120—39 


l 1 1 
- [—— —— dx z 7 [— ag — ek —? 
(xr-34-4 11 11 E 5] 
— 171 
FII 
Az alábbi helyettesítést végezzük; 
x . du 
üt — ——, VAgyYIS — 


1 
KI dx VII 
I 
— 11 du — — f- 
[7E7B dx — nJ aza fű ii V11 FE 


, dx z KILdu. 
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— 


[———— e —-f— zt — 
3036x-t 15 32 x"p2xt5 


dx e 


1 I l 
TÍZTT 5 3 d (x418-i4 


l 1 
— ir 
e. 
2] 
xii CE 1 
2 Fiai 37 
Hi fe 7 JÉ 
— 129 mal ÉN 


I eten EC — - are tg 4 e 
sz — ar FC — — arc tg — 4 C. 
zást EH E ks 2 


2 f——— dx s 


1 xr10 
I [ 
s r/ 3 NN 29. 


— ————— dx — 
) 151 
[-3) HÉT 
1 i6 l Haj l 
— ————— — — it — — HPFENNNEFTEFENE dx 
2 151 16 3 ve 151 4x—3V 
— 1x—-—[-1 — ÍJ — 1 


151 4 KIE 





Helyettesítés; 4 — : dx —2 dn. 








JET ETB ú 


l 
10. J 2xt — ni? 








: 4x— 3 - 
Most helyettesítjük be a vrsi sa új változót: 


F1514--3 F15s1l 
x — ag: dx — eg du. 


1 8 1 VI5I 
f—e——z íz 22 du — 
7x3—3x-120 l51J w4I 4 


1) I 7. 2 4x— 3 
ze te tT — Aatc LE r-t. — ———art19g——— 
J d t CC — t 4€. 
KISI u531 KISI KI3I V151 
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i 
1. (f—— dr [— x- f 43)-id 
Ea6xig ENE. dx.— feet) "dx 


B3y 1 
a B e tű 
—Í xh3 


Ilyen típusú feladatok mégoldásával már foglalkoztunk. 





a 1 ] 
2 fér - f—1— a 
lEETCSTET 7 x48xtl]6—d 


xr4 du i 


Helyettesítés: 4 — — ; — — —; dx—Z dt. 
kétélá 2 "d 2 
I ] 2 du Í (ÉR 
fesz if J— 
a t8xrt 12 d. n"—1 2 r"—-] 
l 1 1-4 w 
F (hd 7 —--arth ih Ci — —— In — 4 €,, ha I-t, 
2 4 Í1— ng 


Í 1 ri] 
F.(4 s 7 ar cthut CC, — 7 ln Tt C.. ha lu-— 1. 





H— 
Tehát visszahelyettesítve : 


l 
f—— a 
x!-t§x-H12 














xt4 
1 7 
Darth te ne 
— -— ar z —-—— ln - 
2 fi i 4 xt4 . 
] x46 
mm —-—- In hŰ La ha [ei 
4 —27—-x ] 
x44 
-HI 
1 nt e 1 ] 1 
— — ar eth z — — I ——— — zz 
7 2 " 4 x14 ? 
2 
l 4765 a 
gy azt ee ha [—— -[ -1 








5 Integrálszámitás 


fi 
0144 


05 

































































13 f l d f l d l d I dx l dx 
. ——————————— jr a — Gr —- —.— r—nr mar mar r-t mt am S 46 aa man — 
x2— 10x-420 xt—]0xp25—5 Jaz fi "fi 279 34 5.34 e 2y 
1 1 si 5) 25 25 5 
-1f Le A] - 
5 2] ; V34 
I - ; 
V5 5 dx 
i x—5 du 1 Mi TC 34 (szaz 
Helyettesítés: u — 5—; E — e dx—V5 du. ! ) -1 
Z hi 5x42 at 5 34 
f—-—— dx — 1! V5 dit — V5 du — Helyettesítés: 4 — —— ; — sz — ; dx — VA 
x? . 10x- 20 5 ut—-1 5 J ut] Kay dx 34 3 
VS VS 16 V 34 
Futu) mar there 7 — gy m rt Cn ha ll, NK HE sr zati HEEP VEN 
NI V5 VS  44l ) 3xtpF4x—f Hi 34 2-d VK34 mg 
Fal ————arelhutr e ——- gy megt én ha lg — 1. i 1 14 u 
HT F.(w)———— ar thure5——— at En hali], 
Tehát visszahelyettesítve - p34 234 " 
I I t-t 1 
f 1 a Fat) ————arothutCe—— s —in gt Cr. ha ul 1. 
xt—IOX4 20 V34 2V34 
Tehát — visszahelyettésítve — 
xel . 1 
1- — 
] ml F—T— - J—— 8 — 
K5 K5 V3. x—K5-5 x—5 Sxtr4x—6 
— — In — 31€C, — ——-In ———— --—- €), ha —-]-—- 1, 5x42 
10 1 Íú FS535—x § 1 E 
V5 1 ih 5x-k 2 §i 1, V34 
Ni x-5 V34 Via 0 zyüd , 532 j 
V5  V5 VS. x—54V5 x5 V34 
— — t€,- -—lIn————t Cs, ha —]-- I. Tá 
lú x—5 lÚ  x—5—y5 ÉS l ] 5xt2-4V34 Ch 5x42 í 
— — — —— . 1n —————— , ha [——]-i, 
V5 2K34  V34—5x—-2 7 34 
f l l dx pere 
"o Sxzr4x—6 § 6 a i 34 
[7777 — —— A cth TŰ a — — —— LAN Cs. 5 
3 5 34 34 2yja 5xzt2 , 
1 dx V34 
, x:g 38. £ l 5x423K34 5x-2 
757 25 5 25 — — —. In ——— 24 Cs ha — l-t 
2V34 5x42—Y34 34 


e) Az integrandus számlálója elsőfokú, nevezője másodfokú 
polinom. Az integrandus számlálóját két részre bontjuk: az 
egyik részben előállítjuk a nevező deriváltját, a másik rész egy 
f 6) ; ee; 

alakú, míg a másik 
f69 . 








az előbbi, d) típusú. A módszert az első kidolgozott példán mu- 
tatjuk be. 


Gyakortó feladatok 


15. 1 5? 
az 57 


A nevező deriváltja: 2x3- 4. Ennek megfelelően alakítjuk át a számlalát: 


f-— 2Zx-44— 1 a 
x 4. 4x — ső x144x— 5 Ci 
2xt4 dx 
- fd f-—— . 
x144x—5 x1-t-4x—5 


Az első integrál értéke: ín Ixtt4x— 514 CC. 
A második az előbbi módszerrel szárnítható ki. 


Ni ll Férecésin fex ej 


:f E 
X344x—5 


t2 du 1 
Helyottésítés: HK — E; —— z— 
3 dx 3 


—- f ve E 
s(ej —9J w-1 3. 01-w 7 


: de —3 du, 


7 7? 174 
F(u) — a erthureé — —n— tc, ha Ig] --1. 


7 Fi tl 
F.(u) a arothutC — za—tG ha Ig 5-1. 
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Tehát — visszahelyettesítve — 











XL 
-1[-—— 
xi rádx-5 
xt2 
1-4 —— 
Gr (x) — ; artntÉe - 7 ln 3 tű 5 
te 3 3 1 6 Ea 
3 
Fi 33xt2 54x x 
— — In ——— tű — mi Ca ha az], 
6 zzxez tg ; En 
N x-H2 
7 x4t2 7 3 pt] 
s — ar cth — 1 C, — —1n——— 1 C, — 
Gal) s gy arcth— teas gr ; 
3 
7 x132-143 xt5 msg 
— —[Ih———1€ s at Cav ha el se]. 
6 EZ Tt G kel 3 
A feladat megoldása tehát: 
x42 
1-3 G(x ha e 
[AZ 77 7 alatr4x— 5] x42 
KT Ax G(x), ha ke 1. 





Az egyenlőtlenséget x-re is fellírjuk: 
xt2 


xt2 


Ha pet akkor — §-cxsc 1, ha 








z 1, akkor x- — 5, ill. x:- 1. 





5x—6 

16. f 2 e—? A nevező deriváltja: 2x—2, ennek megfele- 
x34—7x-410 

lően alakítjuk át a tört számlálóját. 


13 2 
5r— ő § mi s 57 
eze a seret i dx s 
x1—3x310 2 x3yi 10 2. 4—2x310 


- f dx 
dx— )] ——  —  , 
oz x3— 2x1-10 x1—3xi jú 





3 
Az első integrál értéke: elem zket10Í 4 Ci. 
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A második integrált számítjuk ki: 


f dx Hi f Ty - - f Fi a ői 
xi JeI10 Jo x5—-gxil49 — JJ (x—I8 9 


1 dx 
51 -1y 
tén ke 
—Ii du 1 


XL 
Helyettésítés: 4-7-— ; ———; dx— 3 der 
" 3 dx 3 


dx í 3. dit 
ST --z a JG Én 
sz 2 aretg e 4 C.. 
3 3 
A feladat megoldása tehát: 


5x—6 
xs 3x1t 10 2 


3x—6 
J dx 7? A nevező deriváltila 2x 42, ennek megfelelően 


x342xt8 
alakítjuk át a számlálót. 


f- 34x— 6 51 2x—4 3 f 2xt2—6 dx 
- dx z — [ ———— dx 
FE Sifut" áá 2 xi.42x48 2 d xth2xi ő 


3 2xt2 dx 
— fesz dr [——. 
Zo xt42xtő t2zxtB 
Az első intégrál közvétlénül felírható : 


3 
a in bé42x181-4-€ 


Á második integrál kiszámítása : 


s f dx 9 f dx s f dx 
A ZXHB KEZELT (x- LJE7T 


Afej; 
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5 l x— 1 
dx s — In 13 —2x- 101— arc tg a te 


, xii du 1 
Helyettesítés! uz —— : — EI doW—V? du. 
VT dx 7 


9 f dx §i 2 fee 9 du 
KIAZXAB TF EL VK? FE 


a a l 
sz —— arctgw ta, ig teteme Ca 
7 


V7 








A feladat megoldása téhát 


3x—6 3 9 xt] 
— 2. sm ex — — In ]xt- 2-4 8]1— — arc tt —— 1 €. 


x42x-8 2 V7 TT" 


I 


TEN alakú integrandus 


£) 


I 
Ha az integrandus TE 
rekurziós formulát alkalmazunk. 
Legyen 
1 


sz rargy s "-l 


ekkor 


KN 2nx , 
H —egagye üt [E XX. 


o ki raj dx 
bérey eza TT Teri jé 


A második tagot átalakítjuk úgy, hogy az integrandus számlá- 


lójához hozzáadunk a-et, ill. levonnunk a?-et. 


x 51 e 
lets elgte [dése 


x dx ix 
8. d 
vörey na hay 2na J (xayytt 


(r—1, 2, 3, ...) alakú, akkor 


Kifejezzük az utolsó tagot: 





I x I 7 I dx 
gyer 7 "dna vigy agy 
] dx 
Legyen fi rtérz TTgéje TT" I. 4 — igy" akkor 
fi x 3n- 1 
nti — szet etre Tat MH" 


Gyakorló feladatok 
18. Alkalmazzuk a rek urziós formulát — 1], III. 4— 2 esetre. 


ai nz] 


; 1 x a. I X 4. — f ax 
7 Zat xigat 2at ! 0 Jat xtaáat  2atd xtrgt 





l x x 
—:— arcig— te — 
39 xzaagt Re er 
l xX c 
" FE xi ag T 2 ils ezt 
b) n7-2 
] x 3 1 x l x 
hb, -— — ———— zzz bazer tag teteő r1C sz 
der (x:-b tet a Ja ag ax: ta Ja a 


—n 
erer 


l x 3 x 3 
— ——— PF — mer pzs arcig 4 C. 
da" (ett at Bal xöhat Be 


xX 
18, Jazz 47? A rekurziós formulát kell alkalmaznunk az 
(xt-gy 


az 3, I. esetére, ezért 











f 7 dx b -k ! arc ! eres 
CAZDE ng apa nayg 
l X e2 aretg ő tt Ü. 
T —————— 
Baro sa S 


iz 


l 
Hh fi ————— ——  dx—? A rekurziós formulát most nem letet 
(x2--4x 1 70R 
közvetlenül alkalmazni, mert a zirójelen belüli kifejezés nem o x5-eő 
alakú. Átalakítjuk az integrandus nevezőjét, majd helyettesítünk, 
h hi ax 
S dx — [ ——— ————, 
(x2 3 4x-4H20Y kx-H2E-pIéP 


Legyen x-HZ sz u, ekkor dx— du, és az integrál : 


dx ett 
(33 dx4 0 Ja (2 — Aga Ia 


A rekurziós képletben: v— 43 


f dx 
(5-4 4x-4ZÜV 


Hi 3 H HP) 
"——r— kh —— —— ep atctt— FC - 
4-1l6 (rtg- 1lŐ9?  8-258 rét 18 §-1024 É 4 


i 





l x-42 FE 3 xpz3 3 
SAIGTZE E TGE 2048 GEDTK16 " 8192 


— 


xt2 
—— arc tg "gt €. 


2. Parcialis törtekre bontás módszere 


Legyen most az inteégrandus tetszőleges racionális törtfüggvény, 


vagyis f(x) - E alakú, ahol péx) egy m-edfokú, gíx) pedig 


(x) 
egy 5-edtokú polírrom, A tárgyalás során feltehetjük, hogy m-—H, 


vagyis f(x) valódi törtfüggvény. Ellenkező esetben ul. az osz- 
tás elvégzésével f (x-et felbonthatjuk egy racionális egész függ- 
vény és egy racionális valódi törtfüggvény összegére; előbbi 
egyszerűen integrálható, így elegendő csak az utóbbi integrálá- 


pix) 


sával foglalkoznunk. Feltehetjük továbbá azt is, hogy 1) már 
nem egyszerűsíthető, és hogy a nevező legmagasabb fokú tag- 
jának együtthatója 1. 

A raciondlis ftörtfüggeényeknek niindie létezik zárt alakú in- 
regrálja. Ahhoz azonban, hogy ezt az integrált ki ís tudjuk szá- 
mítani, ismernünk kell a nevező gyökeit. Az alábbiakban előbb 
egyszerűbb, majd bonyolultabb eseteket tárgyalunk. Mindegyi- 
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ket visszavezetjük az ún. parciális törtekre bontás segítségével az 
I. a)...£) pontokban tárgyalt egyszerű speciális típusú integrálok 
méphatározására. 

a) A nevezőnek csak egyszeres, valós gyökei vannak. Az algeb- 
rából ismeretes, hogy ha gíx) gyökei xi, Xs, ...,xn. akkor 
g(x) egyértelműen felírható az ún. gyöktényezős alakban: 


g(x) — (x— xx — x)...(x— x,). 


Igazolható, hogy ekkor érés az alábbi résztörtekre (parciá- 
lis törtekre) bontható : 


PO) pe — 
gíx)  46—x(x— xs). (x— xy) 
4 A A 
- — tk : Fk . 
X— XI X—Xa XA — Xn 
AZ ismeretlen A), Az, ..., Aa számok meghatározására a pél- 
dák megoldása során három módszert mutatunk be. (A pél- 
dákban az ismeretlen számlálókat — a könnyebb megkülön- 


böztethetőség kedvéért — index nélküli A, 8, ... nagybetűkkel 
jelöljük.) 








Gyakorló feladatok 


dx — ! Az integrandust — amelynek számlálója 


l 
J (x—2(xr 4-4) 
konstans és nevezője másodfokú — gyöktényezős alakban írtuk fel. 
Ebből látható, hogy a nevezőnek csak egyszeres valós gyökei vannak. 
Vagyis az alábbi alakú résztörtekre bontható: 
1 A B 


G-DGIA kezi izg 








A felirt azonosság x bármely értékére egyenlő (amelyre értelmezett, 
A jobb oldalt közös nevezőre hozzuk, vagyis ezzel a bal és jobb oldal 
nevezője, 5 igy számlálója 15 azonosan egyenlő lesz: 


l . díxt4)-B(x—2 
(x—D (rad) (XT 
tehát 
I — A(xt4)4B(x—3). 
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A két oldal csak akkor lehet azoncsan egyéniő, ha az egyenlő fokszámú 
tagok együtthatói rendre egyenlők. Az együtthatók egyeztetése céljából a 
jobb oldalt x batványai szérint rendezzük: 


1 s 4xt44- §x—Zö; 1 - (4-4 H3)x71-44- 28. 


A bal oldalon elsőfokú tag nincs, tehát a megfelelő együttható a jobb 
oldalon is zérus; 4— 5 — 0; a konstans a bal oldalon I, a jobb oldalon 
44-—2B, és e kettőnek egyenlőnek kell lennie. Felírva a két kapcsolatot, 
egy olyan elsőfokú kétismeretlenes egyenletrendszért kapunk, amelyből 
az ismeretlen 4 és § együtthatók meghatározhatók : 


4t1H3—-0 

44—28 — 1 

A4A7-—B; 047-I; 4——; B—-——. 
Ebből következik, hogy 


f I dx — [E l dx ii 
(x—2jixt 4) 6) x-2 6 xt4 


l — 2 


— 2 inle—2- inixrá4€ — -inlő 
mg FGtKN 6 x-4 





FE. 








A parciális törtek együtthatóinak meghatározására most is- 
mertetett módszer, az ún. együtthatók egyeztetése, mint látni 
fogjuk, mindem esetben alkalmazható, vagyis akkor is, ha a 
nevezőnek többszörös valós vagy komplex gyökei ís vannak. 
Most  megismerkedünk egy másik — legtöbbször kevesebb 
számolással járó — módszerrel, ez azonban csak akkor alkal- 
mazható, ha a nevezőnek csakis egyszeres valós gyökei vannak. 


Írjuk fel újra az előbbi számlálók azonosságát! 
l — 4A(íxt41- H(x—Zh 


Az azonosság x bármely értékére igaz. Legyenek a tetszőle- 
gesen választható x értékek éppen a nevező gyökei, vagyis 
xy, — — 4, ill. xe— 2. Ezeket behelyettesítve, mindig csak az egyik 
ismeretlen marad meg. és így annyi egyismeretlenes egyenletet 
kapunk, ahány ismeretlen van. 


A két egyenlet a jelen esetben: 


L 
1—64; Az. és 15-68; H——-—. 
Ó Ó 


45 


Az együtthatók meghatározásának harmadik módszere az 
ún. differenciálási módszer, amelynek egyszeres valós gyökökre 
vonatkozó alakját az alábbiakban ismertetjük. 




















Legyen 
A A A 
POJ A po Ar pe 
gíx)  x—x  X—Xa X—-X, 
Igazolható, hogy 
a. PE. 2 PO) , A a. PO 
i g Ce : g (xy ". g(x 
Alkalmazzuk ezt a módszert az előbb megoldott feladatra! 
el. 1] PO 
(x—2)(x-rd)  xt42x—8  gíx)i 
g (x) — 2x42. 
a.Pb 1. PCB 11 
ga 67 " 9(-4 -6 67 


Az égyütthatók természetesen megegyeznek az előbbiekben kapottakkal. 


14 


2. fi —— — —— 

(x— 3lx-2jfxr— 4] 

igy közvetlenül felírhatjuk az integrandus parciális törtekre bontott alak- 
ját. 


dxzs? A nevező gyöktényezős alakban van, 


ABC. 
CÖDOIDG-D  x-3 kilo x-4 
14 s A(xt24x— 4) B(x— 3 (x—4) 4 C(x2(x- 3). 


Mivel az integrandus nevezőjében csak egyszeres elsőfokú gyöktényezők 
vannak, az ismeretlen együtthatók a nevező gyökeinek behelyettesítésével 
határozhatók meg a leggyorsabban. 


14 
Legyen x— 3, akkor 14—5(— DA; 4 — -.. 


l4 7? 
Legyen x— —2, akkor 14-—(1—514(— 6) B; H————., 
gyen x akkor 14—(—51(— 6) 30 1 


7 
Legyen x— 4, akkor 14—6-1€; Cser 
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Az együtthatókat a differenciálás módszerével is meghatározzuk : 


géxr — (x—3(xt24(x—4), és Így a nevező deriváltja a szorzat 
deriíválási szabálya alapján szármitva: 


gr (x) — (13-24 x—4) (xv — 9) (x—4) hr s 3(xt2h 


A kijelölt szorzást nem végezzük el, mert Így a derivált helyettesítési 
értéke könnyebben számolható ki. 


P(3) 14 0 14 
gimn 56-10 5. 
— p(-2 14 ld 7 


B 





—g(-D (—-5CB 30 15 
pit 14 7 
ga L6 37 
Az együtthatók ismeretében az integrál meghatározható. 








14 
JEOZzzz7T iz 
—B (2) (r— 4) 


( 14 I Tf 1] 3 ] 
- f —— mat — ——t—— l[idr — 
5 x—-3 15x-72 7) 

14 ax 7 dr -[- 


—— 4 — 4—f——- 
x-3 l54x42 3. x-4 





— - B im 314 in] 21 21 4I-4C 
5-7 inix 15 mlx4214— ln lx—4j4-€. 





x1— 4 
jJ e dx—? A számláló és nevező fokszáma megegyezik, 
8. tzllemeelítt. A 


ezért előbb a számlálót osztjuk a nevezővel, azután alkalmazzuk a parciális 
törtekre bontás módszerét: 


(27 — di: (5x7—x) — - 





ar 

5 

XX 

—-a4 

a 

34 
6-4 dx — li / 3 hez ax 1 x-—J0 d 
Sz SJ As many J 5 25 1 
tl Te 
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: . H — 54 — 16 
3 3 3 
A és B értékét a differenciálás módszerével í5 meghatározzuk : 
pix) — 5x—6; elx) — (v—ljee tt): gtx1— xt24tx—l s 2xitl. 


pín -I p. POD. -l6  I6 
ga) 37 a(—-2)  —-3 397 





Az 





A feladat megoldása tehát: 
d 
fazis 
(x—1)(xr 2) 


1. xt3ja 1 Fás ; ed 
— — — — — a a am aj — ——— tt 
Je xb 3) dx f( 3x-1 3442 


x3 az t 16 
z — — 3x- — Inix—11—— In1]x-k2]-- € . 
jog tory ab tzgy hivta 


b) A nevezőnek csak valós gvökei vannak, de többszörös gyó- 
kök is előfordulnak. Ekkor g(x) gyöktényezős alakja: 


gíx) — (x— xy (x—xays..(x—x), ahol 2 at — Hi; 
ii] 


tehát az 1-edfokú g(x) polinomnak rF különböző valós gyöke van. 


[gazolható, hogy ebben az esetben TG0 az alábbi alaku 


résztörtekre bontható: 


PE) PO) 
gíx) (x—xyyi(x— xajőe..(x— xv 
Ari Air Al 


xx Gay 





Ani Aa z ... A ara 
x—xg (x—xy 
Aa Aa A he 


x—x, (x—xdg (x— xy 








.. t 


30 


Gyakorló feladatok 
323 4x—6 


(x-4r2É 
és háromszoros. Hyénkor a parciális törtek együtthatói az együtthatók 
egyeztetésével határozhatók mez a legegyszerűbben. Az együtthatókat 
ismét index nélküli nagybetükkel jelöljük. 


30-4x—6 A B c 
GED KEZE GED 
A jobb oldalt közös (a bal oldallal egyező) nevezőre hozva, a számlálókra 
az alábbi azonosság érvényes: 
36" tá4áx—6 — A(xt2Ét Blixa) tt C. 
A jobb oldalt is x fogyó hatványai szerint rendezzük: 
36"--4dx—-6 s Alétástá4it Bx3 2814 CC; 
3651 4x—t s dochtr4A-t Bixt144-4-2814€. 








des? A nevezőnek csak egy gyöke van, és az valós 


Az együtthatók egyeztetéséből adódó egyenletrendszer : 
A—3 
441487 ád 
441280 s —6 
4-3; B— 4—12— —8$; C5— —6-121-416— 2 


Ha a diflerenciálás módszerét akarjuk alkalmazni az egyetlen 
— többszörös — valós gyökkel rendelkező nevező esetén par- 
ciális törtek számlálóinak meghatározására, akkor ismernünk 








kell a p(x)-szel jelölt számláló deriváltjait. Ha ugyanis 22 
go) 
— alakú, akkor a parciális törtekre bontott alak: 
(x— xa) 
pix) Az Aa A, 
— --—— tr ——Z— TT... , 
gíx) x—xi (x—xy (x— xy 
és ekkor 
A, sz BEL. 4 PG. 
177 1? F.u tmzezere vera EE B 
(a — 19. (1— 2)! 
Mi p(xi) Hl z z Mi pe M íg) ses 
A, — gt ptah általában A, — (a-t ahol IEKksSn. 


d  Integralszámitás 
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Féldánkra visszatérve: 
pi) — 374 4x—b; pix — 6x1-4; p(x)z6. 
Most a megfelelő számlálók: 


p(—2 00-12-44 
TNS NN 
C s p(-2)— 3-4--d(-2)- 6 — — 
A feladat megoldása tehát: 


3x:44x— 65 É 2 cgi] 
dx z — dx — 
— (xEZBE n2 7 28 (xHR2V 


sz 3 In [x-t 21-- — 





8 
E eza 


Felhasználhatjuk a feladat megoldásához a nevező gyökcinek helyette- 
sítését is, de mivel egyetlen gyöktényező van, ezért csak egy ismeretlent 
tudunk ezzel az eljárással méghatározni, Felírjuk a parciális tört alakot : 


31144x—6 A A B ,, c 
(x-t2B 7 xt2 (rid Gr2R 


A jobb oldalt közös nevezőre hozzuk, majd a két tegyenlő névezőjű) 
tört számlálóját tesszük egyenlővé: 


3644x—6 — AGT2ET BRAZ e 
(xH2E (x-2Y Í 
3.1 1-4r— 6 — A(x1 284 B(x1 27 €. 
Behelyettesítjük az x— — 2 értéket (ez az egyetlen gyök): 
12—8—6§ 6 €; 05 —2, 
Több együtthatót nem tudunk meghatározni ezzel a módszerrel. A to- 
vábbi két ismeretlent úgy számítjuk ki, hogy az azonosságban x helyébe le- 
hetőleg kis egész számokat helyettesítünk, majd az igy kapott kétismeretle- 


nes egyenletrendszert megoldjuk. 
Legyen mondjuk x—ű, ill. -— 


—-6 — 443-28—2 
3—4—6- 44B—2 

— —2-24 
—-7 z 4—2—24—2 
4A—3; B— —2—67 —8. 
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é. 








dl 4042 
. J szg t 1 
I Megoldas: 
x3—4xtp2 A B c D 
IPSE SZMT SE MTSET MTE TT 


A határozatlan együtthatókat először a differenciálás módszerével szá- 
mitjuk ki. 


fodz 9—-ásaz fb) — 36—8x; Fix) 6x—8; Frlx)—ó; 











"(3 6 3 10 
TO 5 ,. 2- TO LB ;. 
3! 6 2! Z 
(3 27—24 
c sur muőmi 3, D-—-f(3)— 27—361427-7-7, 


H  Mepoldás: 
Határozzuk meg az együtthatókat az égyütthatók egyeztetése útján is: 


xi. 4r1g2 Hl A(x—34t B(x—39?-Clx—3-4-B 
(x—3gj 7 (x—3y 


—4x32 zs 4A(x7— 904 27x—2T)t Blat—6xt 9) €x— 307 BD; 
—4x13-25 Ax (—943 B) (274 —6B40)x —27 45 5—3€04.D 


kJ 


Az ebből leolvasható egyenletrerxiszer : 
A-1 
-941.B—- —4 
274—-68-€—0 
—27A398—M3D- 2 
B —-— —-449 7-5; 
C — 68—27A — 30-27 — 3; 
D — 2-3-214—983 30 — 2-427—4513-53 — —I 


Mindkét módszerrel természetesen ugyanazokat az együtthatókat kap- 
tuk. 
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Az integrál tehát; 


JE fi I , 5 3 7 1, 
(x—3i x—3 ear —p] Tt 


—. 371 —7)-g —31-a 
- kar A ge - 


3 1 
ni mens EZ! ! 


x—3 2(-3y ; angte 


53 
4 1 G-t 


5x—3 A B, B, 


öl 
mrj 


tŰ- 





0—D(—3y  x-1 x—3  (xe3y 
(Ilyen esetben a differenciálás módszere már nagyon komplikált, ezért 
nerü alkalmazzuk.) 


I. Mepoldás: 


Meghatározzuk az együtthatókat az egyenlő fokszámú tagok együtthatói- 
nak összehasonlításával. 


5x—-3 —  4A(x—34B(x—D(x— 9) B (x— 1) 
(x— I) (x— je (x—1)(x—3y 
3x—3 sz A(x—38E1t B (x—1)(x— 34 B. (x— 1): 
5x—3 s A? —ú6xr9t Bp(1—d4x13)1 Box — Be: 
9x— 3 a (4- B) ott (—64—48,1-Bdx394438,— B. 
Az adódó egyenletrendszer: 
4A31B.—0 
-64-—4B,4- B, — 
94438, — 8, — —3 
Asz Bi 
608. —48.-H — 5 
a 98.38 — 8, — —3 
4A—-—-RB, 
283 B.—5 
—68B — B, - —3 
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H. Megoldás: 


A nevező gyökeinek behelyettesítésével csak részben határozhatjuk meg 
az együtthatókat, mert a nevezőnek többszörös gyökei vannak. 


5x—3 s A(x—3931- B(x—11(x—34 B(x— 1). 
A megfelelő gyökök x—1 és 3, ezeket behelyettésítjük : 
1 


ha x— d, 5—3—44; 470 


ha xz3, 12—28,, B.-6. 


Több együtthatót ezzel a módszerrel már nem tudunk meghatározni, 
ezért a két együttható ismeretében egy tetszöleges x érték behelyettesítése 
révén határozzuk meg B, értékét. 


Legyen x—0. 
— 3 5 94-38. — B.; 


9 
—- 357 —14385p—6; 
F. li 


3 
38.— 3 7 1 


ha] 
1] 


Az integrál tehát: 
- l I l 1! 6 
f—sz 3 dx - fs -ssateég] e 
(x— 1) (x— 39 2x—-1 2 x—3 (x—3p 


Í dx j dx dx 
-— ff - Szt6fa 
2.J x—1] 24 x—3 (x— 3) 


l Í (x— 3) 

z 7 lax 11—7 ime 36 TE - 
1 1 6 1 x—1 11) 

— — — 1j— — — 3 — — —]In/— 1[—-— tő€ 
a In]x— II 2 in] x— 3] matt 7 n mez 73 
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24x— 4 


? (x1Y(x—1)i 
A parciális törtek: 


dxz ? A nevezőben két kétszeres gyök van, 


et hp th B B 
6t18(x—-IP  xtl (iidy x—1i (x—-i 





közös nevezőre hozva: 
2x—4 
(x-HIY(x— 1 
(x-tiV(x— IR j 
I. Megoldás: 


Az, Aa B, B, Értékét az együtthatók egyeztetésével számíti i 
a Bp 1 k ki 
fogyó hatványok szerint rendezzük a számlálót: juk heh. Ezért 


2—4 — 4A(x3-D(1—2xt D-t 4. (x3—2x4 1) 

t B.(x— Gt 2xt1)-- B. (att 2x--1k 

2x—4 — Alatt 2xt—2xtxt 1) 4(xt—2x4 1) 

tB.a7— att 2x5—2x-bx— 1) több 2xi]); 

2x—4 S (A tB)ót(— 414 Art Bt Bat 

1T(—4A1—24,-— B .t2BOdxtA,t 4.— H.-t B. 
Az egyenletrendszer : 

AHH, 7-0 

— Ait AstB 8-0 

— 41—244— B. tH2Bh 2 

4A1t4—BtB,- —4 


4.7— B, L 
2504 A,-F H, —- ü II. 
—24At12B, — 2 ITT. 


m2BrtástB--—-4 IV. 
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II.—IYV.: 
4B.—4; B.—1. 
[.-be: 
A -— 1. 
Ezeket felhasználva : 
244. tB, 70 II. 
A:—B.— —1 ITT. 
ÁT, -- III. 


3 
2At25-—l[; meat 


IIT.-ba: 
3 l 
B. - A.31—- -zt 1 — —z" 
Az együtthatók tehát: 
3 1 
44 —-—-Ll; 47-i 3-1: B. —-—s 


II. Meroldás: 


Az együtthatókat a nevező gyökeinek és alkalmásan választott x érté- 
keknek a behelyettesítésével is meghatározzuk. 


2r—ázs A(xt1(x—184tAdx—14-4 B (x—1(xt 1-4 BÁ(Áx-H1F. 
3 
Legyen xrz-1, akkor —6—4Az; 4As— -g 
1 
Legyen x—1, akkor —2—48,; B, gy" 


Legyenek x—0, ill. x—2 az önkényesen választott x értékek, akkor 
-4- Ait 4As— Bt B. 
ú — 3ArTt Azt 2B.t 98 
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Ide behelyettesítjük A, és B, ismert értékét, ezután már csak kétismeret- 
lenes egyenletrendszert kell megoldanunk, 


3 1 
udtlttte deleir ) 
3 9 
Ú — 34-98 
3 —- 4.— B, I. 
2 Az-3B, II. 
II.—I, 
4—4á5B,. Bo-1. 
Ai 7 B. — mm -], 


A feladat megoldása tehát: 
f 2x—4 dx — 
(xx 1(x— LE 


- fl— eme zeg]e 
3 (G szallt 1 (x—1)-! 


s —In]lx 3411 ——— ln 7 — 
FI [a — —. ig rCT 


3 1 l 1 
- —In]x4 11-H———- -bIn]x— 11-——— 41 CC — 
2 xt1 1 I 2x-1 


tű. 





szirt 3 4 1 
x--I] 2(64D 2(x-D 


E ÉTZRTS 29 Az inte d ke 
(1 2(x—IB - integrandust parciális törtekre bont- 


juk, majd az ismeretlen együtthatókat az előbbi 1 feladat megoldása során 
felhasznált mindkét módszerrel meghatár 


238—x1p2x4S 54 0 A B B. 
(0-H2J(x—I8? xH2 (xH28  x-i (x-Ij 
26—142rtő 
(62 (x VP 
— Aa(e2)(x— 18 Aa(x— 1-4 B(x— 1) (x423-4B(xr2y 
7 TEGYITNETI 7 














— 
—- 
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I. Meroldás: 
26—x3t2xt5 s 4 (rt 21—2x00—dxtxt2iAdxt—2xt 1) 
2 B(3—x344x1—4x3-4x—4t Bi tá4áxrt4 sz 
s (4. B) (4.438 Bdxt3(—34)—244-448.)x b 
HT2ATA—4B.14B.; 
Az együtthatók egyeztetéséből adódó egyenletrendszer: 


A tH — 2 I. 
A. 1381 B, — -1 IT. 
— 341—24.14B, — 2 III. 
ZATA. —4B 1485, —5 IV. 
Az első egyénletből: 
— 2—B,, I. 
ezt behelyettesítve; 
A. t38.-t B, — —I 11. 
—6338.—24.t48.— 2 111. 
4—284 4.—4B,3-4B, — 5 IV, 


A második egyenletből: 

35, — — 4, — §,-]I, EI, 
ezt tehelyettesítve: 

— 4. B,—1-—24,t48,— 8 III. 


24,t28.12-4 A.t48.— 1 IV. 
rendezve: 
38. —34,— 9 IL 
345tőB, — —1 IV. 
III.-- IV. : 
8 


At; 47-58 
1 : S A tk S ag" 
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Visszahelyettesítve IL-be: 


38 19 8 9 2 
1 ggg gt 


Visszahelyettesítve I.-be: 


arj 


Tehát a kapott együtthaták : 
52 19 pi 


A, — —; Aa -— —— ; H — —; 
bogyo. g t97 


8 
B. - ag u 
II. Mepaldás: 

Az együtthatókat meghatározzuk még a nevező gyökhelyeinek, ili. 
tetszőleges más x értékeknek behelyettesítésével ís. Felírjuk újra a számlá- 
lókra adódó azoncsságot: 

2X—xt4-2xtS s 
zs A (rt 2(x—1IPt A (x—1Ét B(xr— 1) (xx 2) B(x-42HR. 
A nevező gyökei I és —2, ezért legyen x— 1, akkor 


a 


19 
Legyen x——2, akkor —16—4—4--5 — 94; Az— gy. 


Légyén x—ű, il. xs —1 (ezek már tetszőleges számok); akkor 
5 — 241-t 4. —484-4B, 


Behelyettesítjük A, és B, értékét, majd megoldjuk a kétismeretlenes 
egyenletrendszert : 


19 32 


5 mm 24. —— — 48 t— I. 
179 it " 
76 H 

ü — 44 ——— 28 t — II. 
1779 it 9 
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45 13 


9 g —- 241—48B, [. 
68 
— as 4 AL -2B, It, 
B 
32 
— sz 24—4B, [. 
9 
68 
— — 444—3B, II. 
IE NN 
—2-I. IL: 

4 8: B a. 

g — 11 bag 

32 8 lő 4 57 

244 — —t—; 4 —-—t————. 

reg tag azigta z 


Az együtthatók tehát 


A feladat megoldása: 


f 249 —x1-42x--5 
(xx 1 


- f ÍR 1 ii 42 1 8 ht d 
2742 ETET 27x—-i 9 G6—-gel 
19 (xtk2) 8 147 
e ) (x—1) 4C 


52 
— — Ín[x-1-21—— 4 in I 
zető za tag at] 





g8 b aZ mer A 2 4e 
7 szaz tag eyg gt e 


c) A Fi te; ) ) alakú integrandus nevezőjének, g(x)-nek, nem min- 


den gyöke valós Mint az algebrából ismeretes, a komplex gyö- 
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kök párosával lépnek fel: ha egy za komplex szám gyöke gíxj- 
nek, akkor konjugáltja, za szintén gyök. Az ezeknek megfelelő 
elsőfokú gyöktényező, (x—zoh ill. (x za), már nem valós kife- 
jezés, azonban a konjugált gyökök gyöktényezőinek szorzata 
egy valós másodfokú gyöktényezőt ad, amely nem bontható fel 
valós elsőfokú kifejezések szorzatára. Ha a nevezőnek többszö- 
rös valós gyöktényezői, valamint egyszeres komplex gyükté- 
nyezői vannak, vagyis a nevező gyöktényezős alakja 


ag — (x— xy. (x—x erhet bix eh. (xx b,x e), 


akkor 
pix) s Ar; e. Á 
ÉL ———— tb... 4 4 —— A —— 
gix) 2 (x— xi A (x— xy 
Bxt Ca, Hx-Ü BxtC, 
xtabix-be, X"2bxte tb xete 


Amennyiben a nevezőnek többszörös komplex gyökei is 
vannak, vagyis a valós elsőfokú gyöktényezők szorzatára nem 
bontható másodfokú gyöktényezőknek egynél magasabb hatvá- 
nya is szerepel, akkor a nevező: 

g0) — €—xyn. (x— xb? be Fején. br bex-k ejő, 


és a parciális tört alakja: 


PO) Zzegrtető Á 


gix) . A (x—x jzi (x—xy bi 


19 BIRT Cak S BaxtCa 
k—i -4bx-re) KÉT! (3 - b x-Hegy i 


Megjegyzés: A feladatokban az együtthatókat index nélküli 
nagybetűkkel jelöljük. 
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Ggyakurió feladatok 





5 
0. J Gaga 7x7? A nevező nem alakítható át elsőfokú tényezők 


szorzatáva, hiszen az (xt4-4) tényező diszkriminánsa D-—0. Tehát az 
integrandus parciális tört alakja a következő; 











a c A Bi 
x0óh4)  x  xth4" 

5 ki A (yt 4) Hxt4-Cx 
x(x24d4) x(x-t 4) 


A számlálók azonossága —- x hatványai szerint rendezve — 
- (41 8)6-t€Cxt 44. 


Áz együtthaták egyeztetéséből adódó egyenletrendszer: 


4tB5-0 
€5ü 
4475 
A - 2; B-—2; C7::0 
4 4 
Tehát; 


f 5 dx f[/ l § ax d 
x(xt34) 4x  dxtRa) 


ft l § 3 Je 5 in 3 : 
s — —-— — X  — mm — sz 
17 par ag nlxl— In0t-- 44 c 





Fk C. 





4 in x" 2 intx23-4jkC ti In — 
— — — — — In 

8 8 8 x:t34 

Meghatározhatjuk az ismeretlen együtthatókat alkalmas x értékek 
helyettesítésével is, bár — mint látni fogjuk — ez a módszer jelen esetben 
em egyszerübb. 


5, s A(344it Batt Cx. 


5 
Legyen x—ü (az egyetlen valós gyök), akkor Sz4d4, és 4--T 


33 


Legyen x—] és xs—1 a két tetszőleges helyettesítési érték; ezekből III.-ba : 
4A4B—-ú 4— —B 





5 

5 — a" tare 1. 284D-—2 1I. 
28§—D- 6 IV. 

s zsszdlllllltser szálat 
5 — —:531§—C II. ] ! 

4 gy 48—2; §——; A4—-—; B-7l. 

2 A 
T.I: A keresett együtthatók tehát: 
SÚ 5 l I 
—-— . sz —-—-—; H-—,; €5: 0: D-I 
10 2 H128; B FT a a 
25 5 Mast meghatározzuk az együtthatókat alkalmasan választott x értékek 

c — 5-Tt7 sz Ü, behelyettesítésével is: 


2x1 — A(x— hitt) B(íxi Dio 1) (Csh D(x? 1) 





11. Sz dx - f—sazzt- (— s azz tk r? a 1 
xii (3—I(xt- 1) (r4-1(x—1(x34-1) Legyen x— 1 (az egyik valós gyök), akkor 2s4H; B. 
alk nevező Jedkás ette Ág ák Kú ereazeres erők ényezőt tetelek Legyen x— — 1 (a másik valós gyök), akkor 2? ——44: A — -2-. 
Végezzük el a parciális törtekre bontást: Ezénkívül valasszuk még x értékét 0-nak és 2-nek. Ekkor 
2xt A B €Cxthb 
GFDG-DESED)  rri xi ari? 8 j LISB EC 3p 
va . — 16Ct 
€x6— Det 1) 7 0-—-47-D 
A DOL D--BGr4 DON D-(Cxt DG , 5 as 
6t14x—UGT- 1) 8——t 1604 3D 
21 zs 4€?—xttx—1i)t Bő t-t Céxt—x)- DE); Dal 


2x c (44 84C0)ét(— 4583 Dj (4--38—01x— 414 B—D. 


Az együtthatók egyeztetéséből felírható egyenletrendszer: 37 60-33; €—0. 








AZBACzŰ L A feladat megoldása téhát 
2x 1 1 1 I I 
-ArB4$rDEAZ I fi d - fd dx — 
xt—-I ki 2x—-i 2-1 x?41 ji 
4t3R—C—0 KIT, ; ] 
—41R—DB-0 IV. --ry lelet 1It— Inix— Ilrarcigxt€ — 
I, — HET, 1 


— Harctéxtű 


—-]n 
2050, €7-0, 2 








94 95 





3x44-6 . j EN 
12. J —-— — decz? A nevezőben levő másodfokú polinom nem 
x1c2x-5y 
alakítható valós gyöktényezők szerzatává, mert az x2—2x-45 — 0 másod- 
fokú egyenlet diszkriminánsa negatív (D — 4—20 — —16). A tört névéző- 
jében tehát kétszeres komplex gyökök vannak. 
3x2--6 Axt B CxtD 


S — zs — — —— tt ——————,. 
(xt odxt5y (65—z tő 6—2x15 
A jobb oldalon közös nevezőre hozunk, majd az egyenlő fokszámú 
tagok együtthatói egyenlőségét felhasználva feiírjuk az ismeretlen A, 5, C, D 
együtthatók egyeénletrendszerét. 








3xi 4-6 . 4x3B4(Cx4D)(xt—2x45) 

(x2.-2X-ESE (1—2x4 58 s 
Axt B4€6t DB6—20x5—2BDxt5€Cxtőb 

ü (x2—2x 45 7 
Cx533-(D—-20)00-2(45350—-2D)xt 551 B 

7 08—2x 15 I 

Az egyenletrendszer : I 

50 I. 

D-—-2(C 73 II. 

47 50—28-0 IE. 

5D4HR—ő IV. 


€—Ű, tehát II.-böl D—3, ezt a IIT.-ba helyettesítve: 
4—6 — Ü, vagyis As8. 
A IV.ből kaptuk; 15-48 - ő, vagyis H-— —5. 


3x 2-6 6r—4 3 
- dx [77 dx 7 
Jazzy CTEGY JÓÓ r- [Cape " xt. 2xr5 


- 3 f EL ar fr — év 
(xS—2x 5 x2—2xh5 
dx 
13 f GT j 


2x:a§ . dx 
s Tear FENNEN KKA 
(x2—3x-4 5 f(x 2x-b5Y 


Legyen 
— 3 J——r (Ex, 
— 2eb 8 


1.sf ax 
B x2—3x4 5 


ez -3f— er 
: (x—2x 452 


96 


2x—2 
1-2 fa 
04-37-45) 


— 3 ( (2-2) (rt 2x5)7t de — — FC. 


xi. 7.35 


he [TT 


ezt x—t — uw, dx—du helyettesítéssel alakítjuk át, majd az 1.£) pontban 
levezetett rekurziós formulával határozzuk meg. 


der 
I, s -3f— 
(4? 


Mivel 
1 x l x 
tragya aga za egg te 
ezért 
3 u 
i, vzdáeza jeges Fi FŰ 
3  x—l1 


dx dx 
I; sz 31 —————-—3 jJ ———— — , 
x02xt45 (x—1544 
Ezt is az x— 1 — w, dc— dí helyettesítéssel alakítjuk át, majd figyelembe 
vesszük, hogy 


dx 1 
j z Aroig ÉL e. 
Panini " íz da 





du 3 [ős 3 x— 1] 
I, — 3: [e a are tű, s a aretg ztés 


Összegezve a részeredményeket, a feladat megoldása: 


3x:t6 
f—EtS ás 
(x1—-2x4 5 


- ld hi K-I ct -t —arct H1Ü—- 
7 2r5 80-84 16 ? ds 
3 3 x—-i 21 -1] 


7 Integrálszárnitás 
07 


26—4x"1x—5 
(x—1)(t3-4y 


—? A névézőben egy valós gyöktényező 


és egy kétszeres komplex gyöktényező van. 


20—4xt-rx-S 4, 
(xr—1)03-táy "x—1 


egyenletrendszert megoldjuk. 
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2xX17—4x33-x— 5 


(x— DD Gaj 


Bxt€ 


02-44) 


A jobb oldalt közös nevezüöre hozzuk, elvégezzük a kijelölt műveleteket, 
majd az egyenlő fokszámú tagok együtthatói egyenlőségéből felírható 


A törtet parciális törtek összegére bontjuk: 


Dxt-E 
x34 


AAA (BC) (x— 14 (DX E)G4 466 B 


£x— 1) (xt4-dg 


2420—4xhx—S s 


sz A(xt-t-8x31- 161 82 Cx— Bx— €--(Dxt EXXtá4áx—x1—dz 
s Ax1t4834x:-1-164-T1 Bx34 Cx— Hx— 


C-t Dxt1 ES 4Dxt-- 


t4Ex— Doc Ex —4Dx—4E z x(44 211 x(E— Bjit 
tx(84 8-4 4D— E)tx(C— B3-4E—4D)--(164—-€—4E). 


4AtD-0 
E—D- 2 

844 B3t4D—E ——4 a 
C—B34E-4D- 1 
164—€—4E——5 


D-vel kifejezzük A-? és E-t: 


zab; E— 214D. 
— 8D14 B--4b—2—B ——4 
C€—- 51814D-45b7-1 
—165—€-8-4h ——5 
B—5D 7-—2 
€—B—- 7? 
-30h-€C 7-3 


Az együtthatók egyenletrendszere : 


II. 
III. 


[v. 


EIT. 
ÍV. 


II3. 
[V. 


€ - B—T 
B—5D5- —Z 


—2085— B-? — 3. 


A két egyenletet összeadjuk: 


ő 
—25D——6, ebből D— —: 
25 
Ba 5 ő 2. 6 10 4 
gs § § 5 
€zB27 — 4 35 39 
Ni s 5 57 
4—-——-Dsz ő E -234Dz 20 
JEGÉN: MÉ 25 25 
Áz együtthatók 
ő 4 6 
A: ——; B—-—-—-— €C D—- —-; E 
25 § 25 
Az integrandus törzstényezős felbontása: 
4 39 6 
20—-4484x—5 6 1 s 27 B 
(x— (ar 4y 25x—1 6444p xi Ni 
6 1 1 4x-4-39 1 őx456 
— 25x—-l 5 G3-44p 25 xt34" 
JE. 
(e DEE 
z [E [25 ét 1 6x--56 
—  95J x-I (x1dji xi 
- f dx f dx 5 4. 
—— 254x-1i 549 útg4p 5. (tr4y 
Pi f 4.25 dx 
25d x:44 25. x444 
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Az egyes integrálok meghatározása : 


tÉx 
—— zz Ínjx—11t-C,; 
x—]1 


2x 1 
I azaz [Deak z egetni 


t4 
f dx 
— em? 
04 4p 


A III. 1. pontban meghatároztuk az integrált: 


f dx 1 Ax Pi 1 x c 
———— ,— — e PF — ar rcig — — 
TET ÉSÉT ETT tatátár Hát 


l x 4) : x c 
Bara geg tes 


2x 
— . ex — m 
(s In 6344) C.; 


dx Hi l : x c 
pw simák atát ár Tul 
A feladat megoldása: 
20—-4e4rx—5 
[ESZA an 
6—hísta4p 


3 36 1 xX 
H— ln (8 — a — — 
25 ( ET xy arctg-tC 
2 l 34 xx 39 


6 fi. ai 
z —— Inix-— 11 3-— — e Te 
zs ale aga gögza agg Tette 


3 28 x 
4— In (1 4-4) -t- — a 
25 (1-4 )-t az arctg kt C. 
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IV. TFRIGONOMETRIKUS FÜGGVÉNYEK 
RACIONÁLIS KIFEJEZÉSEINEK 
INTEGRÁLÁSA 


1. Egyszerűbb speciális típusok 


a) sin" tt xcosta alakú integrandus. Amennyiben az integ- 
randusban sin x páratlan hatvánnyal lép fel (cos x pedig tetsző- 
leges hatvánnyal, akkor a színuszt tartalmazó tényezőt átala- 
kíthatjuk az alább: módon: 


sinéetit xy — sin x sin" x — sin xíl—cost xy. 
Az integrandus így a következő alakot veszi fel; 
sintt1 x cost x — sin xí1—cosz xy" cost x. 

A kijelölt műveleteket elvégezve, az összeg minden egyés 
tagja — legfeljebb egy kivételével, amely alapintegrál —fr(xf (xx) 
típusú lesz, tehát az integrálás tagonként elvégezhető. 

b) cost! x sin! x alakú integrandus. Ha az integrandusban 


cos x páratlan hatványa lép fel (sin x-nek pedig tetszőleges hat- 
ványa), akkor a cos" t! x tényezőt alakíthatjuk szorzattá: 


cosirti e sink x — cos xt1—siné xy sin! x. 
A kijelölt műveleteket elvégezve, az integrandus minden 


tagja — legfeljebb egy kivételével, amely alapíntegrál —f(x f(x) 
alakú lesz, vagyis integrálja közvetlenül felírható. 


Gyakorló feladatok 
1. ÍJ sin x dx — f sinz x sin x dx -— fa —cost ix) sin x dx s 
- fcsin x— cost x sin xi dx sz 


ös x 
— cg x- 





l 
t(C — —c0s ktg cost x-bHŰ. 


1ü] 


2. fsinsxdx — fsimxsinxdx — Í[(1—cosoajtsinx dx 
- fa1—2 cost x- cost o) sin x dx sz 
e. f csin. x— 2 cos: x sin x--oost x sin x) dx — 
z Ísinxdx—2 f cost x sin x dir f cost sinx dx. 


Mindhárom integrál közvetlenül felírható, mert az első alanintegrál, 
a másik kettő integrandusa pedig Ff(xrd fé) alakú. 


cas x cos x 
5 





HC 





J sins ad z —Cc05Xx-rt2 
z 1 
— 700sx4-T cos re cos rk C. 


3. f cost x sin" x dx — f costx(1—cost xi sin x dx — 
— fcosix(i —2 cos x-kocos x) sin x dx —z 
sz f (cost x sin xr— 27 cost x sin x tt cost x sin xi dx — 


costx Zcosfx cosTx 


k 
3 5 Fi 





I 2 l 
z — — c08 xt— cos r—— cos xtC. 
3 5 7 Tt 


4. fcostxdx z fcostxcosxdx — fe -sint xy? cosx dx — 
ni fa-3 sin: x- 3 sínt x — sin x) cos x dx — 


sz f (cos x— 35sin3 x cos r-t 3 sínt ax c05 x—sint x cos x) dx s 


3 ! 
z sin x— sin? x -k ri sin x-7 san" xtű 


5. f sint x cost x dx — f sint x costx cos dx z 


sz f sin: x(1—sint xy cos x dx — 
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— f sin: x(1—2 sin? x-t- sin! x) cos xdx — 
— f Csin? x c05 x—2sint ax cos x-bsint x cos xy dx sz 


sins ax 2 SI x sír x 
— — ——— tt ak öl 
3 5 Fi 








1 2 1 
za — $iri x— — an" x 3 — sin" x-r C. 
3 A Fi 


Ha az integrandus mindkét szögfüggvényben páratlan hat- 
ványú, akkor természetesen teljesen mindegy, hogy melyiket 
alakítjuk át. Most erre oldunk meg feladatot. 


6. f sin xcostxdx— ? Mindkét módszerrel meghatározzuk az 
integrált. 


I. Megoldás: 
f sin x cos x ix — f sin? x sin x cos? x dx — 
- fa — c05? xx) cos x sin x dx 5 f (cos x sin x— cos? x sin xi dx — 


caostx cos x l l 
— — zh PC — —— costxh— eng xi C 
4 ő 4 6 








H. Megoldás: 
f sine x €05" x dx — f sin? x cos? x cos x dx — 
— f sin? xí1—s5in? x) cos x dx — f cin x €05 X— SÍN x cos xy dx — 


sir! x sin" x 


4 6 


ke 
— 








c) sin" x cost ax alakú integrandus. Ha az integrandusban 
mindkét tényező páros kitevőjű, akkor a kétszeres szögfügg- 
vényekre tanult azonosságokat használhatjuk fel az integrandus 
atalakítására : 


, I . 
sInxcosx — a Finn 2x; 
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1 I 
nye mi 
sin" ax 775 cos 2x; 
1 I 
B. 
cos x 7) 17 e cos 2Xx. 
Gyakorló feladatok 


rő f cost xdx— ? A harmadik azonosságot írva az integrandus 


helyébe: 
! 1 $in 2x 
ficoszadk fízszsssz] dx — -t 7 —3 (. 


8. f sin" x dx 5? A második azonosságot felhasználva kapjuk : 
. il 1] x  sin2r 
J sine x dx sz f(z-z sz ]e — ——-—--  —4( 
4 2 2 4 


9. fsintxcostxdx — ? Az integrandus előbb az első, majd a má- 
sodik azonosság felhasználásával hozható könnyen integrálható alakra: 


, sms 3 1 l 1 
JT simxcosxax— f dz—f — ra mr CS dxÍ dx — 
4 4 3 3 


; E sin dx x  S§indx 
8 08 











10. f sin x cost x dx — f sin X cos xÉsini x dx s 


J SITi —)( l 1 "4 l (a ] d 
—— -———— — — — — a IZ a — — z -z 
7 3 ep 2.) x Tt sin? 2Zxt1— cos fr dx 


l 
z ma fi sint2x(1—2 cos 2x-k cost 2x) dx 5 


1 Í i 
sz sine 2xdx—- f sin 2x cos 2x dxi ze 2y cos? 2r dx. 


Mindhárom integrált külön számítjuk ki. 
Az első integrál; 


[; 1 Í 
em z f sin? 2x dx — G sm —— ÜSS 42] dx 
16 2 2 


a ; fa cos dr) dx — ! sin 4x rű 
net xidx — 32 KZT ) 18 
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A második integrál integrandusa könnyén f"ixif€x) alakra hozható, 
ezért 


1 l 
—— J sin 2x cos 2x dx — —g ft pee cos zo dx — 


1 an ék e 1 121 C 
- — a s — — sin? 2y ; 
lő 3 : 48 o" 





A harmadik integrál: 


l Í 
sa fsin" 2x cas" 2x dx s maf ein 2x cos 2rY dx 


il risindxy I . j ] 1 
— — l Jó -g sint 4x dx —— Í ——— eggs Br hdx — 
I6 2 64 64 2 2 


-- fa $x) d mat zerg sin dx e 
kztédástttleü tri táztmr ui ING RÜTT SET 7EMÉS 








— 128 
A feladat megoldása tehát: 


. Av  sin4áx ő sinjt2x o síin8§x 
J sin x cost x dx — — — 
128 128 48 1024 





ahol C.t€.t€. 5 €. 


11, fsintx dx — ? 


Í 1 ? 
J sin x.dx - f(——— sos 2] tíx — 
3 2 


I 

- — f4—2cos2x4 cost 2x) dx — 
] l I 

— 7 J 1 — 2 c05 2xt4t— 1 — cos 4x dx — 
4 2 2 


I 3 1 
— ErNSÉtA sz] a sz 
4 Z 2 





. 2sin2x sir 2x , Sin 4x 


1 
— — 29 ún t-— sin dx € 
m-3 4 kö 32 1 X 
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1 z 
12. foosszáz a f[5870052 dx 
2 2 
1 
s —f 142cos 2x-rcost 24) ds — 
- , flr2cosz42 a ös dx A d. 
2 2 Fi e] xs 


l 
- zt JGKONÁ — 


2Zsin2x sindr 
celzezmteg]e 





1 l 
- ek 7 sin 2x4s sin dxt€. 


Z. Trigonometrikus függvények 
általános alakú racionális kifejezésének integrálja 


A sinx, cos x, tgx, valamint ctgx függvények tetszőleges 
R(sin x, cos x, tgx, ctg x) racionális kifejezése integrálható. Még- 
pedig mindig célravezet a 1—tgő helyettesítés, amelynek segít- 


ségével az integrandus racionális (egész vagy tört) kifejezésbe 
megy át — ennek integrálásával az előző EL, ill. IIT. fejezetben 
foglalkoztunk — és éz mindig integrálható. 


Ezzel a helyettesítéssel ui. — mint az könnyen belátható — 
2 . 21 1—£ 
d s ——— — -..-— — z ——— — 
x TE t, sinx izgi €05x IZE 
íg x És ctgx a E 
ki izgi MENT gp s 


Gyakorló feladatok 


14-sin x , k : 
1. f I-cosz dx —? Az integrandus sin x-re, ill, cos x-re nézve ració- 


nális törtfüggvény. 


1ú6 





21 
SE s ET 2d 
1— cos x 1—r" 1-—r 
te 
11-41-72 19-4-2r--1 542741 
- fi 1-4ti cágd ETTTETOTÉS ag 


Az integrandus 1-ben racionális törtlüggvény, amit parciális törtekreé 
pontunk. 


1"3.21--1 a 4 8 erb 
1:(r13 1) t 2  r?4I 
$1a32i1 s 415141) B(ra b) (Cr BE; 
15-21-11 — APA At Brtt 81CÉtDH; 
ta2r41 5 (451018 (B54DHT At B. 


Áz együtthatók egyenlőségéből kapjuk a következő egyenletrendszert: 


441€5-0 
B-D-71 
A-2 
B-1 


Ebből €-—4—-—-2 é65D-1—-8—1—17—ű6 


Behelyettesítve az együtthatókat: 


JEE d fs 1 [4 - 
TETEJE TÉN r 9941 


l l j 
7 211 ln (őt 04€0— tn 1€ — 
r1-HI 





. XL 
tg! —— sirt — 
X 
4 C — —ctg——tln ———— ——  —1t€- 
2 , .X x 
sínek eost 


l 
— ——— 41n— 
Tefádi tm 1 
Z Z 





t . 2 ln si ÉrC 
sz — (ri — TI1 SÁT — . 
Eg 2 
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Ellenőrizzük a megoldás helyességét! 




















[ ag5-t2nsim re] ; 1 2 05 — ! 
— eti - — . es —i — x  1-tcosx l ] 
2 2 sax NNNNA 4 2 Mivel cost — — —— — , ezért ———— — ———  . 
Sat 351 2 2 2 1-Héosx x 
2 0051 — 
2 
cosA 142512 cost l — ] mt 
l ki § 2 1-4 sin x (EÉeve dx - x dx tg-—tC. 
og § N — 1—-cosxt 2 ost 
sir — — $in— 2 sin! — 2 
1 
f—— ax -? 
A feladatot téhát helyesen oldottuk meg. 1-4 sín x 
í zt 2 df 
2. I —— dx -? 9lIl X — r2r1" —— TENNÉ 
1--cos x 
l dx l 2 df - f 2 di 
I. Megoldás: ÍR :f 14 2t HBáAl JJ o relrdt 
x t:3-1 
A tsz tg FI helyettesítéssel VA 
- [gént —gagtez te 
1—? 2edt ér 1 T tg —-H I 
COSX SZÉ - és dx . 
1-- rt 1--í? 
4. ————— dx —? 
f 1 dx — 1 zet Hi zZedt J szea . 
1--cüsx -f 1—r? ]-4r — d 1l-4rzr1—gz 1—? 2 di 
l : C0sx — — ; m— ———, 
14: 1-4? 1-- rt 
x 4 4 2 dt 
z I iít—it0stf—tC€, — dr — I F—— —— .—— A 
J sat 5-46cosx lesz 1-4 
Differenciáljuk az eredményt! 1-4e 
, 8 dt 
x 1 1 1 - ( ———— dr — [ . 
X 
cas 7 2 cost — A. t-re kapott racionális törtfüggvényt 11 kiemelésével alakítjuk át, hogy 
TapámdeatÉ ta jussunk, 
. x 1--cos.x l l 
Mrvel cos? -—— sz —————, ezért ——— — ——— —, és Így számiítá- 8 dt e? 
2 2 x 13 cos x 11 k 
2 008 e 1 
sunk helyes volt. Y1I 
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H. Megoldás: 





Megoldjuk a feladatot egy másik módon: 








Legyen most ne; tehát dt — II dir. 
já 
VII du SL f du a] 
TE ro" 1—ga da Jaa 


Az integrál [u]--1 esetén: 

















8YII BYli 1 0 14x 
— — —  arthutC, — —-—:— In — — 
t "rugás ll 2 ata 
VT "yt YT MEN 
4vi1 Li 4Yii FIi-r 
gp 1 a - Tat ést Hű, — 
1— V11—r 
K11 
— x 
— 11-- tg — 
avi V 118 
— — — In kk C,. 
11 VTi : x 
2 
Az integrál [ú]5-1 esetén; 
SYII $KII 1 0 4w-I 
I th a-t C, — — —: —hn—-1 CC, — 
agg en TT Bál Tass tullse, 
fi 
4V11 11 4áVII :r--YII 
Ni Ti ns a-t Te sztaz 
PT g (—Fil 
K11 
xX ME 
— 1tg—iFII 
a FTi £tv 
— ——- 11——— 4 C,. 
il x — 
ig VT 


Az első integrál értelmezési tartománya: Ix[—1, de dtiTÉ tehát 


Férálsás vagyis [7] VII. 
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Mivel a g5 ezért 82 vT, amiből s sretgyti a 


sz arcig 3.317 sz 73" ss 1,27 (radián), vagyis [a 2,54. 
A második integrál értelmezési tartománya ebből következően [x] 5-2,54. 


1 
8. J — — dx z? 
sín x cos x 
I Megoldás: 


A t—tg 5 helyettesítést alkalmazva, vagyis ha 








. 2 1— Zedt 
sin xx — ——  ; €üsX — ———, eze eses 
123 1 1--:? 1-- 
akkor 
l l 1-Hi?" 
[I — zzz dx z KRT ef F. 
SIM x C03x 2 0 1—8? 14ét a" 
1-tet 1--é 
Áz intégrandus parciális tört előállítása: 
1-2 5 A 4. B c 
1(1-KD(1—-t) . f 1-kt 1—£7 
17-r: . A(1—r94 Br(1—1)4- Ct(17-r) 


r(1-42)(1— nő r(1--2)(1—2) 
Az azonosság a számlálók azonosságát ís jelenti: 
14 s 4— At B7—BEt Cr ep; 
1--r? s (C—4A— B) 83 (BHRO)r-4 A. 


Az egyenlő fokszámú tagok együtthatói egyenlők : 


C—4A—8§— il I. 
81€—-0 II. 
4-1 TIT. 
0—B—2 I.-HII, 
BtC-ü 


20C-— 2; €-—I; §7-——]. 
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Az együtthatókat beírva: 


j 
T szeszt [etet] e 
$1rt xX CÖs XX 17-i 1—t 


z ln 7—in (14-77) -ln(1—7)-3-€ — in 7 





f 
1C - 
nat? 


; x 
5 
sz In ———— -7-€, 
1— tg 
2 
x 
218 
Mivel tg x — —— — ezért 


x 
1 — tg? — 
2 


1 
f ———— dx — in 
SÍN x c05 x 


II Megoldás: 


Most 1—cos x-et helyettesítve alakítjuk át az integrandust racionális 
törtfüggvénnyé. 
Áz integrandust bövítjük sin x-szel. 





tex 
EHE - altal 24 C — Iitga] 


1 $in xx 


e-t. —. 





sinxcosx — sinfxcosxő 


Mivel cosx—t, ezért sin x — 1—cos"x — 1—87, és dr— —sin xdx. 
Mindezeket figyelembe véve: 


sin x dr 
J azza - för MÉTETTTET- 


Az integrandust parciális törtekre bontjuk: 


I SAL B OC. 
f(1—rY(1-4r) fr 41-i 146 
Il Hi A(1—6)4t Br(14-t)FCr(1—ty 


tj 


14—t) ar) f(1—r)(1-4r) 
1 - A— Aa Brr B6-r Cr— CH; 
1 —m (H—4A—€)t? (8-7 C)t A A. 
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Az egyenlő fokszámú tagok együtthatói egyenlők: 





B-4A-Cz0 
BrC5-0 
B-C-1 
BrC5-0 


l l 
28-1; H——; € —— — 
2 2 


Fredményeinket felhasználva 


Í Í il 1 1 1 
felszerel] a 
SÍT xX C05 Ax zt 21- 2 1- 




















1 l 1— 
--arrZ ad-e müge - ni c- 
sin x 
sz] Hű z In]Itgx1€ 
c05.X 
II. Megoldas: 
A. feladatot még egy harmadik módon is megoldtuk: 
1 
1 l cost 
J —— d - —————— dx — dx s in uügx1-€ 
SA Xx c0s x SIFLX COST x tex 


C€05.X 
2 
JI —— dx -? 
h32teEx 


I Megoldás: 


Le t 1 a a z taj 
éri XX sz Es dx É, 
5 ü 1— 1: 1-6 








8 Intégrálszámítás 
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2 p Az egyenlő fokszámú tagok együtthátóinak egyenlőségéből: 
irezarzáádal ÉNYPEENL TÁS A4B$XC5Ú I. 
1 -24A44AV5—28B—BV5-4C€4D-4 HL. 
n fek T 1 (— AAN 4A3tB—C—-4D-ú III. 
fee zi ED ÜL ét) —24-t 4V5—28-8BV5-D -—4 IV. 


1—ti 
II.-IV... —40145145D- 8; DB 7 4--2€0 


D éttékét a III. egyenletbe helyettesítjük : 
4A-t B— €—4(4-5- 20) — 
4-7 B—-€C—-16—8€ — 0; 


471— 4 
——-——-———— dt. 
(1-4 r3)fr3— 411) 


A nevezőt gyöktényezős alakba kell írnunk : 


—-4r—-1— 0 4A4B-9C€—16 — 0. 
44Y16--d - - - Az I. egyenletet ebből kivonjuk. 
ha SZEMETE 9 y5; tt - 2tVS; t, 7 2-V5. 
2 10€—-18§5- 0; € — 16 ő 
4r5—4 i 10 § 7 
TT ft. . 16 4 
[FEET ETENTETTTET D7-4——Sm 
Az integrandust parciális törtekre bontjuk, g 
4tH3—-—-—-0  4418——, Az —- B 
d71— 4 A 4 B ,€ttD, 
(1(—2—- VS) (1—24- VS (1) 1—2-V5 1-24Y5 41 i Eredményünket a IV. egyenletbe helyettesítjük : 
1. j 16 8 VS 4 


(1—2—V5)(1—2-- KS) 


c AL DC-2HVH HB DU-2-VS) HCH DXP-41- 0), mIGtBTS-I0BYS-4 5 7205 


(r—2—V5) (r—24-V5) (121) 8 VS — I0BVS5; 
— — 4 
4r1— 4 sz A(19—21t-etV5-4r—24 VS) B7-—- 
4 B(rt—213—13 VS t—2— VS) Cr 4011 Cr A 8 4 4 
4.Dr1—4D1—D; 5.5 3 
a A keresett együtthatók tehát: 
411—4 a (44B4-OP4(—2444V5—28B—-BVS-4C4$D)B?4 4 4 8 4 
— -- 4m-—; B——; €-7--—; B—-——. 
4(44B—C-4D)—2444AVY5-28§—BV5-D. 5 5 5 5 
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Felírjuk az integrált: 


Ír 
8 4 


— min f MEN 

fE I 4 1 5 MEZ E 
(d AS 1—2-VS 5 1—26VS AI 

4 l l — 2711 
-7f —— mt t— mfd — 

34 (1—2—V5 jdlői 231 

2 f et 15 f— 5 fd 

3d 1-2—-YS 57 1 ÉVET 54] 


Először a harmadik integrált számítjuk ki, mert azt még át kell ala- 
kítanunk. 














4 2-1 , Hi Tf di 
5 TET s Hi § 9 1-4? 


4 4 
s-re t hám arcigít€.. 


4 4 ül 
ht ges Ztn(r—2- VS —ln (1-2 V5)- 
ETETrrüg a a (r—2—- VST n (285) 


4 4 
—g (ét D4 aretgi tr — 


— 4 zt b et tű 
sr NT TS ggg Sgt 


xx xX 
te a Hz! 


4 2 
- 5 n—— —— th aretgtg TC. 
x 
tg! —-t 1 
gt 
H. Megoldás: F ! 
x 
Lé [—-— tgx, s arct és ekkor — — ———, vagyis dx — 
gyen gx, Így x gx ése a ín EY 
dt 


BETETTE . Ekkor az integrál 


f— pl -dx z fh [— rezső 
132tgx 12 dr Jaxrmarm 
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Az integrandust parciális törtékre bontva: 


2 DA art C, 
(END ID)  Ab2t 148" 
2 (ACL) (Br C)(154- 2) 


b 


(17-27 LE) (1427) (1-kr tb 
azaz 
2 s 4A(176)-3 (B C1(171-21) s (442 ttr(BH312CItt AT a, 


ami csak úgy állhat fenn, ha 


0 — 442B I. 
0 — H-42C JE. 
27 4C ETT. 


Az egyenletrendszer megoldása: 
III.-bóől 
A — 2—€, 
ezt II-be helyettesítve 
Ú — 2—€428 
II.-t újból leírva 
ú — R427€, ebböl B — -—?€. 


2 
0—-2-C-40; SCs2; C5—. 


4 B 
B——-—; 4A——. 
3 5 


Az integrál bé 


[rerrált a Érett a ÉSÉT 
íÍx — 

1421gx 142r £:-t1 

— 2 115 f — dt - 

-5 1-2 5. ta) SJ mal 


8 nII48I 2 2 
tr eggsur uusmlnár tl, Dr arcigit e, 


I17 


Mivel arcig(—x és (—tg x, ezért 


z 2 2 2 
—— — dx — — In(142taxXYV——lnítésst1)t—x4 ő 
lÉrere 5 ( Ex) 5 úg 5 


2f. (142tgxy 
eln C. 
5 [7 téxri tax] 
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V. EXPONENCIÁLIS ÉS HIPERBOLIKUS 
FÜGGVÉNYEK RACIONÁLIS 
KIFEJEZÉSÉINEK INTEGRÁLÁSA 


1. Egyszerűbb speciális típusok 


a) sheet xcehéx alakú integrandus. Amennyiben az integ- 
randusban shx páratlan és chx tetszőleges egész kitevőjű 
hatványa van, akkor a sh.x tényezőt átalakíthatjuk az alábbi 
módon: 


shírr1 e shoxcsh" x—sh xíchx —1y. 


Az átalakítás során felhasználtuk a hiperbolikus függvényekre 
tanult ch" x—sht x — Í azonosságot. 
Az integrandus így a következő alakot veszi fel: 


shört1 ech" x — sh xícht x—lIyt eh! x. 


A kurelölt műveleteket elvégezve az összeg minden egyes tagja 
— legfteliebb egy kivételével, amely alapintegrál — ftixi (xx) 
tipusú lesz, tehát az integrálás tagonként elvégezhető. 


b) chért! xshhx alakú integrandus. Ha az integrandusban 
chx páratlan hatványa, sh.x-nek pedig tetszőleges hatványa 
lép fel, akkor a ch"t! x tényezőt alakíthatjuk szorzattá: 


chéet! a shh" x — eh xísht xy shé x, 
A kijelölt műveleteket elvégezve, az integrandus minden 


tagia — legfellebb egy kivételével, amely alapintegral — f(x f(x) 
alakú lesz, vagyis integrálja közvetlenül felírható. 


Gyakorló feladatok 
1. fstéx echt x dx —? 
fstxchixdx — fehtxíchtx— I) shxdx 


h" h? 
— f tehtxesh x—eh xshx dx — 7 § Ét, 
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2, fshi x chi x dx —? Most 7—sh x-et helyettesítünk, ekkor dr—ch xdx. 


f six ch? x dx — f she x(1t-shtx)chxdk — Íshtx ch7x dx — fee 387 att) di sz 


ts ga ame og 





shéx shh z —-t —tT—tTe 7 
— f Ghtx chat shtx chxj dx — te 6 8 WWW E 
l 3 3 I 
— - gh? x-4— shh" x-h— ssh" x- — sh8 x- Ce 
3.  fshfxch?x.dx 5? 6 8 10 12 
Az eredmények összehasonlítását az CGlvasóra bizzuk. 
I. Megoldás: 


c) skót x, chér" x, ill. ssh" xchő" x alakú integrandus. Ameny- 
nyiben az integrandusban a shx, ill. ch x függvényeknek csak 
Hi 098 Hi páros kitevőjű hatványa szerepel, úgy az alábbi összefüggések 

folt xshtashadx — felv x(chöx— Béshx dx felhasználásával alakítjuk át az integrandust: 


Először a sh" x-ct alakítjuk szorzattá: 


z f ch?! xíchtx— 2 chi x4 b shxdx — ch 2x—I 
J ; s x — —— ch" x 


. ch2x3-I 
Nr HÉ 
— f(en1x-2 ch? x-- ch? x) sh x dx. 

Gyakorló feladatok 


Légyen r—ch x, akkor dr—sh xdx. 


I. Megoldás: 


4. f eh xdxc sz ? A feladatot — az összehasonlítás kedvéért — két 


rizo din gb féle módon ís megoldjuk. 
; 7 zo f (11-29 arr )di- ——— 4—trEÉ— 
Jshéxchtx dx fe 34: B gotta 
I. Megoldás: 
— 1 ch x — h chtt x-k 1 chő xa- C. Az exponenciális alak felhasználásával; 
12 5 8 





epe tj egre 
ch? x — h-— - gy 


A. feladatot most a másik tényező átalakításával oldjuk meg. 





Hi x ee x 1 ee e 
— f shőx(133shtx 43 shtx-bsh" x)chx dx — 2 8 2 4 2 
x 1 
z f éshő e 35h7x- 3 shh"! x) ch .x dx. — 7 4 sh2x-HE. 
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H. Megoldás: 


A hiperbolikus integrandust átalakítjuk a második azonosság szerint: 


ch23x--1 l 
fehtxdk - (Ek hej — f ehzrandr 
Hi l He Jec- har Re 
gb 2" a 52 


A két eredmény tehát megégyezik. 








5. Í shh" xdx -? Ezt a feladatot is mind a két módszerrel megoldjuk. 


I. Megoldás: 


Áz exponenciális alak felhasználásával : 


— Éx 9 ax 
fm xdx - fe a- [kr 
2 4 


- fe ae dhertjdx E 2 ]e 
— — - hi. sz — — [KX d- - — 
4)" lú al 2 2 


e mg 


— ezt c x,] ee e 
77 8 00 ga 2 § 








x 1] 
zs —-—pr— sh2xr €. 
2 4 


IH. Megoldás: 


Az integrandus átalakításával a harmadik azonosság alapján: 


ch3x—i 
JT stexdr— [e 1 fehzr- Dér 


 ! Hé 





hi x 
— — — §£h2y——7€. 
2 7 x]-c a" Y 7 TT 


A két eredmény tehát megegyezik. 


ch2r-rt 1 
ő. fevxdk —? Tudjuk azt, hogy ch" x — TT 
intégrandusba : 


har Ne 1 
fossza fr 2 ) 27 f letegez eh za Da, 


: ezt írjuk az 
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A fenti linearizáló forrnulát ismételten alkalrnazzuk, most a ch! 2x-re: 


fen xdx al Áta szaka saá) (éle 


I eh dx 3 
— — r2ch2xH—Í dx — 
7 f( 2. 7) " 


lísháx sh2x 3 i 1 3 
— — — x1--C s -——sh 4x4—sh2rt—xtt €. 
4 ( 8 . 2 li 2 ) 32 4 8 











ch2xr—1 
7, J shtx dr — ? Most a shtx — —— Iinearizáló formulát alkal- 


rmazzuk: 


f shi x dx — f (ht xjtdx — f (E) a ma 











a [EE E dx — 2. f tehr2x— 2 eh 2x--1) dx. 
4 4 
A chi xx — ms azonosságot felhasználva: 
fstxax [Ezra 
a E -zenzre] 47 
- -SSEr 5 4CaZshár— e shöer st C. 


8. fi shi xchtxdxz ? A feladatot a linearizáló módszerrel oldjuk 
meg: 


ch2x—1i1 ch2x-i1 ch: 2x— 1] 
fszzenza ef 5 hk-[ő5— et 


1 I efcháx-] 
af ete2— dx ( 2 Ja 


1 1 éshá4x l 1 
— . fh Dar €[ 2 she — share rt Cs 
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ch2x—i 2. Exponenciális függvények 


9. f sh" xet?xdx —? Felhasználjuk, hogy shtx zt általános alakú racionális kifejezéseinek integrálása 
h 2x7- 1 , : ; 
chtx — E Amennyiben az intégrandus az e" függvény R(e") racionális 
ch2x—-1V ch3xi 1 kifejezése, akkor a £—e?, vagyis x—l]n? és dx -— a helyette- 
ferzenxa- [(7 ——— - dx — ; Í 
2 sítéssel átalakítjuk r racionális függvényévé, és ily módon racio- 
f chi 2x—2?ch2x34-1 ch2x-I d nális egész vagy tört) függvényként integrálhatjuk. 
— mee—— —e—nmm—7 - — ———————————bö b mm mi 
4 2 
Gyakorló feladatok 
ch4áx--] 4x--1 
—2ch2xt1 4 
. 1. ——— dx —? 
af det Jaz 
2 


dt 
I AZ e-t; vagyis dx — a helyettesítéssel ; 
— 1 finásrcsa 3x-42)(eh2xt1)dx —? 






































Hl 4 dt ádr 4. dt 
A feladatot az exponenciális alak felhasználásával oldjuk meg. f-- 7-4? xz [-—— pt W -- [—ő r(r1— 4) s f 442) (—2) 
fshtx chtx dx —z Az integrandust parciális törtekre bontjuk: 
Lo elfer ret es ge tg al lala 4 A c 
zza ——-———— 4 KGN — ——- — — s th —— th, 
7 1 CSNGNNLÉNE 13] ( 2 1] 2 TEGYE ÉT ÉNTTE TÉT 
1 eke "pe gpg e 4 z A(r1—d)- Be((r— 2) Cr(r3- 9) 
ti e-t 1-4 er" 
16 4 Az ismeretlen együtthatók értékét alkalmas r értékek (a nevező gyökei) 
a tor - ax behelyettesítésével határozzuk mmeg: 
e e 
17 (ek HNNEN de — 287 s] dx zz ha 7-0, akkor 4— — 44, vagyis 4—— 1; 
1 
erte et  p-éx 4ete decis get ha t— —2, akkor 4— 88, vagyis B——; 
-f(E 15452 17 2 
— 16 4 4 4 a 4 h 1 
a f—2, akkor 4—8C, vagyis C— —. 
set ze ae Betr gets 13) h- I éténT: 
4 4 4 4 4 Az Hdt tehát 
1 et 7e. e e "8 eh e" fé dx sz JI 1 1, ] dt k 
sz -—— f [—— — —— 1 1——  -— rt dx — 4 - W" 
JÉ 4 aa 4 7] 7-4 2142 2 6-2] . 
l 
1 —.. Saren MERRY ——-— — 
za f tett — zett meta 4— et 2e7tv erte) dk — Int Inétt 2-4 ln (t 2trC — 
a áz és -ae sár ör ri 4 ered 
- [7-5 gret 4: .§ Je - mt 46 — in FE e. 
641 6 2 2 2 2 ű d € 
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2. fém Are: d, helyettesítéssel: 





5 5 dt 5 

far [eft 

egi 541 t(rt-t-1) 

Áz integrandust parciális törtekre bontjuk; 

5 A öt e, 
HEAD)  f 5 FFV 

5 AGADHBIRONt 
rra b) t(írt-H) " 


5 z 49441 BEt Cr, 
5 s (443 Cit A, 
Az együtthatókat összehasonlítjuk : 





AtB85-0 
Cc50 
Az5 
5 mm f(6- mgje" Sim n(tE DC sz 
egi 18-31 2 


5 
sz § inet b (e) — 5-5 nős C. 


e 
a Jő 





di ak [4 
ezért a (—e", dx — — , helyettesítés után a számlálót osztjuk a nevezővel. 














fú 
[Et 2 ft i 


MP (t42) — 1—2 
—-eg2t 
a2t 
F2rFA 
44 


(t2 
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dx-? A számláló e7-ben magasabtíokú, mint a nevező, 


Az integrál: 


fzza- f[r-2 3 14 
2 [/dS] 4 


1 1 
—77étAlnG4D4C— élet 4n fer 2) C, 





ne 


é di 
4. f Fej 1 A ( — — — 
713 x t— e, dx — ; helyettesítéssel: 
. Th 
Jozef 7— 4 ft 2 
páli 
Tt ii 


l 1 l 1 
— — ( 11-—— id ——1—-— z 
- f( az) 2 F In 11-24 C 


1 I 
€—— n1142e]-t C. 





- 2 fE- a 1 
1--2i 








. 
5 f ; - f 367 dx —? 
j £4t-e" NI e"-41 7 
dt 
t— e; dx — —. 
f 
f 3e" dx - [- NH dt 3dt 3 
sz Jarctee tű 


6 f—E sa 
(e t2p 
I. Megoldás; 


et 
A t— e"; dx — 7 helyettesítéssel : 


ager [das § 


Fe. 


San ert zp 





4-űC zt me 
ezt ez 
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II. Megoldás: 


Az integrandus számlálójában a nevező belső függvényének deriváltja 
van, ezért az integrandus Ff(xyf (rt alakú és a feladat helyettesítés nélkül is 


megoldható. 


fő 


1 
6132 


"rgy! 
— [642 tetdx — K etnská . he 





e" 4 fedi 
rő? [ETT Tr —— dx sz? A ff — e"; dx — 7. helyettesítéssel: 


ev pderi 3 
144 Tf — 14-44 
34443 j t(r"--drt 3) 





A névezőben levő másodfokú polincmet szorzattá alakítjuk ; 





4d4t3-3 7 0; 
—4t3pV16—-I2 —-4t42 
ha a ET v z —2Ztl; 


Hh. — 1; f4— —3. 
344133 — (rt 16-33 


f rtt4 dt f— S t--4 dt 
tír23-4r4 3) rir4- 19 (r-t 3) 


Az integrandust parciális törtekre bontjuk : 


rt-4 5 A B c. 
IGEDGEB 7 tel t3? 

rt4 ATA D(r 55) Brrr 94 Cr 
IGEDEBD IGEDGAD 9 


í1-t4 sz A(rt1)(r431- Br(t 34 €rít7 1). 


Behelyettésítjük a nevező gyökeit: 


d 
ha 1—űú, akkor 4—34, ebből 4——i 
ha 1 — —1, akkor 3 — —28, ebből 5 — 


l 
ha r——3, akkor 17 6€, ebből €—- 
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8. f— etel 
ETELE TETT 


144 És I il I! ) 
fJ— ar z f —— th —:— I dt — 
tr D(tr3) r og tti 6 r-3 


d 3 j] 
— — In £—— In (r-t 1)--— In (rt 34-- € — 
3 7 (r-t Jt n (£- 3)-k 
4 3 ii 
7 gnemz int 94 inte 3) e — 


4 3 1 
7 imteét tm (ett 3)- C. 


f- td dr - fs 1:1tr-1 dt. 
tút347r46) r E(rt3-Tr4 6) 
A nevezőben levű másodfokú polinormot szorzattá alakítjuk. 
r-t7ttázú 
—74V49—24  —7£5 
2 s 


n——-I:; tt ——6; 





ha 


B--7r-t46 — (r-k I) (146). 
11-41—1 
[— dx -? 
£3(141)(t1-6) 
Áz intégrandust parciális törtekre bontjuk: 
155-r—] A B Ld b 


nr — rem a 


— iz — kh — 
TEGHAJ(TŐ) tt FE táRl íir6 


. At(r 1 (44-00 B(r-k (rt 6) Cel 6) D(r 


t(r--1) (rt 6) 


T 


dt 
—? A !— e"; dx — Fi helyettesítés után; 


13r—1 s Arírt 1)(r-4-6)-- Bít-- 1) r-- 6) CT (r-- 6) Drt(r4- 1). 


Az együtthatókat alkalmasan választott " értékek behelyettesítésével 


határozzuk meg fezek közül 3 a nevező gyöke): 


1 
ha / — Ü, akkor —] — 68, ebből § — E" 


9 Integrálszárnitás 
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1 
ha f——], akkor —1— §€, ebből 5; 


ha t——6, akkor 36—6—-1— D36(— 5; D--5 


Legyen végül (— 1, és a már ismert három együtthatót helyettesítsük be: 





l 1 ű 
1 — A.14— 44-27-22. 2 144415 sz 
6 5 180 3 5 90 
310--126-- 29 365 
a 144 ÖVE IT6 B 14365 443 
90 18 
úl ü1 91 
— 7 144; 4 ———. 5, 
Ha 18-1Id4 252 
A feladat megoldása; 
fé z 7"tr—] (-f(s li 1 29 ] 
HT 6) 252 fr Gr 5 717 Tö7r8jő 
- B mr ni l 23 ól4C 
zzz §7 : ni [r-7- 17 TB0 ni ól4-€ - 
2] eg) ba I 2 a! B 
—-——- Ín 27 4 — — — rk 11 — —— 7 
353 e te n(e"-k Ji) nte" Tt 6)j-C — 


2 al esel inte 29 é4r6rC 
fesz kem. — —n— H e a 
Egs 180". 
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VI. NÉHÁNY TOVÁBBI SPECIÁLIS ALAKÚ 
KIFEJEZÉS INTEGRÁLÁSA 


1. RÍx, Vax-t b) alakú integrandus 
Ha az integrandus a független változónak (x-nek) és Vax --b-nek 


nm 
racionális függvénye, akkor az mtegrandus a : — Vaxitb új 
változó bevezetésével racionális függvénnyé alakítható. 


Ha : — Vaxib, akkor x — kn és dx — dt. 


Gyakorló feladatok 
ÍxVőxrádk -? 
ERR r2— 3 
r— KSxr3; 1 — 5Sxz4r3: x— zi dx — 7 dt. 


A helyéttesítést elvégezve; 
— — 3 rét 
Je VsőxtHidx 5 ; -z fe — arj dt. 


Látható, hogy az új f változóban az intégrandus racionális egész függ- 
VÉNY. 





2 É 37? 


xFőx4ridx—-—[f1—-—-——Íitű — 
Ív ki 35145 3 


5: 2 a 
— (5x 43)? ——(5xt 3) te — 
— s er s) szg ort 
2 — 2 MR 
ggg (See 3 EVSxr3— 7 Öt DVSH34€ 
2 — [1 
- sz Ört 3V5x43 É (5x-k 3) — Hac — 


2 — — 2 
73; (5x-BYSZ43 k-z) C. 


ús 
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2. fGxr6y2r—ddk — 


Az elvégzendő helyettesítés: 


1144 
zVy2x—á; 1: s ]v—4; x 7 ; dxstdt 





Tehát 
3/2412 
forogyz-i 1 dx z [EZ 6] e tdt 


3 ej 128 
- fd ne) di — Tat 7 tŰ- 


- Fr 11 C z 





s (2r— 4) Y2x—4 E 0-9 aj Cs 


3. 14 
— 3(x— VK 4 5-5) e 
3. f(x2—2x 43 V2x—ldk 7? 


A helyettesítés: 
5-4. 
FA ti 


11414" t.4214-1 
JET meres rra f 7 oerez] rat 


is V3x—lI; rt — 2r—1i; xs 





dx — í di. 


fiezsg rezet] H f( : r-t ! 842 re) dt 
—- — — —ra man Sti -— am — — — — 
4 2 4 4 2 4 


3 all L rt 9 B o 3 sed az sen 
eg sti ga aa KÉT 8 4 NI 
f 


3 l 
—--f—— 1131 —rt3Íte 
7 : 1 23] - 


4 


I 
— E xeD) KET [-52-5a— KZT [re 


ú 1 3 
2x—1)Y23x-I [decz] 


I 
4 
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4.  Íax— DYS d —? 


Helyettesítünk : 
143 


— Ksx—3; 89 —y(5x—-3y; tt—5x—3; x— ; ; 





— E dt. 
$ 
f 22 DVGr— 3 dx - fize 9-1] Zrt — 


2 6 5)2 
- flgrrges[ 


a 14 Ar 2 Fec - 
- fla] 47 as 





2 11 2 
1 dt JÉ) 5 


2 4. 1 
me — gb -— yi —Ít€ű — 
25 (5 15) 
7 —. [2 1 
— — (3x— - 31—(5x—314—113-€ — 
23 őr 38 Köz 3 [7 sz az] 


z 5; (5x— 34 FK 5x — 5-3] e 











— mm? 
5 
Helyettesítünk : 
———z 1.4 z 
r— Yőx-t4; P-z úxt4; x-z e xs dt. 
19— 4 
fi 7 - [E dt — 
Vőxr4 
nH a 6x-t 4 4 
— ——— f c ax KÉT ld a 1 5xt44€. 
Zz7 § 21 
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a 
6. FELERELS —? 
Helyettesítünk : 


att ji 
t— YKöxt 3, rt— 5x43  x— 


(EZÉ E (És 
;5 


fe 39 dt — di 3 J-e- : Fi 12 15-4ű-— 
259 5 "235 125 





— 3 4 
, ebből dx — — rt dt. 





4 
rzetsdt ez az fs -g di — 


: YG 3 3y 12 VG 3Fápr e 
- — Y(x —-—— FK(Sz - 
225 125 


4 EE őt tk. E MR TEL MENNNNN 
— —(Sxzr 91 V5xr3—— Fszt 3]te s 
60 FSx-k zs Je 








4 1 25x415—327 
— — (5x-HXYSx-t3-—  —--——1C — 
25 x43)Y5x FT) Tt 
L) 
5(5x- 3(25x—12)V5x1 3 
5 M2Sx— I2)VSx 4 
1125 
36532 
7 dz? 
Főx— 4 
Helyettesítünk: 
— 144 
(-Y6x—4; ?—6x—4; x— g. ebből 
315 
dx — E dt — Én. 
6 2 
1334 
s [/ 2 
A £ 2 6 ij: 
fesndát dts t dx — ; — gi - 
Yőx— 4 
154 81"3-16 Fj 281642 f 
- (135—— 21 fd 
f( 36 ) 2 12 2 





— 2 (274 8713 4Ür) dt ndi fel sali pid $1C 
- aa J t —zalg 5 kJ 
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12 [1 faj 
— —— FU hála 
z4t 8 5 


., MEZ 


77 [z VISZ (6— ajta 5 VT 6—3-r 20] - c - 


5 JRE 
— Y(6x— 4) [d (őx— 4995 (éx— 49-20] b ű. 


A további átalakításokat az olvasóra bizzuk. 





2. R [ Ve ha] alakú integrandus 


Az integrandust racionálissá tehetjük, ha új változát vezetünk be. 





Legyen u — Es vh (a z 2,3,4,..., és ad -z- be) ekkor 


— A § 4 , és ebből kifejezzük x-et mint az w új változó függ- 





vényéte 
wícx td) — ax tb; 
exuit-rdv" — axt b; 
xícv—ga) — b—dé; 


. b—duw 
— cf— al 
dx —ndét(c—a)—(b— du) en e 
du (ci —gy 
mér tida— be) 
(0 (cW—gjó 
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vagyis 
ní(da — bc) 
(c — ay 


Ha (előbbi feltételezésünkket ellentétbeni ad—bc, akkor a 
gyökjel alatti tört a következő módon alakítható át: 


abó] a 
axtb 
cx rá" [69 


dx — 7) du. 


Lj d - LÉ ro og nm mu ue 
ugyanis 22. miatt a tört egyszerűsíthető és a törtfüggvény 


helyett konstans van a gyökjel alatt. 
A feladatok megoldása során nem a végképletet, hanem a 
módszert alkalmazzuk. 


Gyakorló feladatok 


. JV 
VE xa3 
Legyen 4 — , VARYIS 4? — — , 
x-1 x-1 


Kifejezzük x-et mint az u új változó függvényét : 
ui — 3 
ut x— ri s x—3, xíu?—1) — nt-3, ebből x — —  . 


1— 1 

Differenciáliuk x-et u szerint, majd kifejezzük a dx-et: 

dx — 2u(w—1— (t—9)ezu 26 —24— 248--ék 44 

du G4— gyi TEST JENNKÉT EST 

ebből 4 
H 

dx — TAZI du 

Behelyettesítünk : 


J VS - J TET; ii 


136 


Az integrandust parciális törtek összegére bontjuk; 
mA BOD. 
—-IB 0(4--IY(6—IRP Ú(4--WY w-I kéz 18 
.4(4—194 Blu-t 1)(4— 1993-€ ln 4147 D(4— 1) (ut 18 
(u-t 1(u— 1 
. (4—VY(A1 But B)t(4- 1810 Bu— B) 
(64-19 (u ÍV 
A számlálók azonosan egyenlők, tehát 
4 — (4t—244 D(A 4 Bart B-t 26 1 HC-- Du— BD) — 
— Aut-t Buwt-t B8—24u—28Buw—28Bu-t A-T Bu-H H-t 
4 Cit-t Dr — Dő--2Cut2Bb6—25bu4C-tDu— B — 
z (84.Dw?-1-(4-t B—281 €-D12B)ut-r 
t(—24—281 Bt42€—25D-7- Diut(44 581 €—-D) — 
z (841DuS3(4— Bt €1 Det 3(—24— 8420— Dj u-rt 
t(4-- 8-1 €— DB). 


Az azonosság bal és jobb oldalán levő egyenlő fokszámú tagok együtt- 
hatói egyenlők : 





381570 1. 

A— B4€1 B - 4 II. 
—24—8412€—-B—-—0 III. 
A1B--€-—-DB-0 IV. 


I.-7- III. 
—-2412€ — Ű, vagyis 4-€. 


I.-IV. 
At28B4€ — 0, de 4— Césezért 24-28 — 0, vagyis B—- — 4——C€C 


1.-ből. 
D-—--B3B—-€C 


A II.-be helyettesítve: 
C41C€1€13€74 €-I. 

A keresett együtthatók : 
Azi; H-—i1; 0-1; D-I1. 
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Az integrandus parciális törtekre bontva: 
iz 1 I 1 l 
A — — — a — —— -k -pF — s, 
(42—-IP 0 (6FIY url (w4—-IP wu—I 
A feladat megolklása : 


4 Il 1 l I ] 
——— du — — an — 4 -4H——- I du — 
(n2—1F ete fia ul] (6—1iyy w-l 


[ mű? 1 —r 
- f [6-0 -— tab kreri Úláa 

















1 l 
s ——— —In1w- 11——— In 1x— Íl-- C — 
uri] u— 1] 


c — ti 
7 Ki 
tk 4-1 


4— 11-54-11 
utol 


w— 1] 
— 1-4 €. 
411 


— 











J w54—1 
1 ———— 
gy u5t1 


Az eredményt az x változó függvényeként is megadjuk : 


x—3 x—3 
x—ű -tF.-i ur öl 
Xx — x— x— 
TV- 2 -— E ahh re 
x—] x—3 x-4 
Let e 1 
x—-] x—1 


További átalakítást nem végzünk. 


b. 
] V u 
2. j- x—1 ga za? 
xx F xrl 
a 


XxX — 1 se X — l 
Legyen az — [/7 ., ebből 4? ——— . 

x4t1 xr1 
Fejezzük ki x-et mint u függvényét. 


gxtőscx—1l; xíut—i)——w— I; 





13-41 
x—— TT 
dx Néz — 1 égő Dee 3u c 34 — 315 — 3 
da (8—1)e sé G8—1y 
Ún" 
(u— 1ja ? 
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ebből 
ós 


dx — — in. 
€8—-1y 


Behelyettesítve x-et és dx-et: 


B 

LE (42— IV óut ön 
EVE dr a fen — gy ér 7 f—E— den 
f- zi ha MENET H SZT dx du 


031 
Az intégrandust parciális törtek összegére bontjuk: 
E W 
tr ile (441 P(é— a-t 1 
A B CurbD Eu F 





4H— 1h— —  — — r— —— , 
(4-E]1É url Ú(6-—-atil$? wu4—n4ktI 


ugyanis a nevezőben levő második tényező nem bontható valós gyök- 
tényezők szorzatára. 


Közös nevezőre hozunk a jobb oldalon, majd felírjuk az egyenlő fok- 
szárnú tagok égyütthatói egyenlőségéből következő egyenletrendszért. 
ör fi A(r?— u11Er Bí4n-t 146 —n- 19 
67 se nú söt (u-t 1 (0 Cut 19 
,eet Dut 1$--(Ew- Fv 19 —udt h) 
(4-4 IY(2— uk 1)? 





A továbbiakban már csak a számlálók azonosságát írjuk fel: 
ő? s (63— a LE(A 4 Bu-t B4-- 
Pit 1 [Cu -k D--(Eu- FY(w?—xt1) s 
sz (u1—28-4v" 326261 HA Hut H)-H 
Hír -h 241 )(Cut Br Er Fő Eu — Fur Ért Fi — 
z (1t—262-h36 26 1JI( 4 B1-- Bux] 
rí 24 DIES -H(F— E) (C01E— Fix H(D14F)) — 
— (41 B) —2(471 B)w? a 3(At Bjt —2(4- Hiut(4At a) 
H.B — 25386 —2B6-t But Ew6W-32Ewt-t Eu 
1(F—Ejw6tEAF— Et F—- Er (0tE— Fett CHE Fjtt 
HC E— Fiu (Dr Főtt (D-T F)u1(B--F) — 
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z (B1Ewt1(4-t 38—28-2E-t F— Edut-r 
t(—24—28-1-38-3 E12F-2E3€3 E— Fut 
r034-438—281t F—£32€1t2E—2F3 Br Fut 
tr(—24—284 Bt €1E— Ft2D--2Fjut(4A-t 81 D-- F) — 
— (BEM --t4— B1E34 Fr (—241B4C5 Fu 
1(34-B-2014.D13Emét(—24—81€-42B-3E3 Fut 
H(A- Bt. DAF). 


A bal és jobb oldal egyenlő fokszámú tagjainak együtthatói egyenlők, 
tehát 


B--E-0 [. 
A- B3EtF-0b II. 
241 B--CtF-6 HI, 
34- 8-2€-1 B E-0 [v. 
—24— B €12D13E34-F-0 V, 
4-7 8-3 B-3F-€ü VI. 


Az egyenletrendszert úgy oldjuk meg, hogy minden ismeretlent A-val 
és B-vel fejezzük ki, majd megoldjuk az Így kapható kétismeretlenes egyen- 
letrendszert. 


E-—-—— B. 
A II. égyenletbe helyettesítve: 
4— B— §--F — 0, ebből F— 28B- A. 
A HI.-ba helyettesítve: 
—24t 83 €7328B— A — 6, ebből €C — 34—38--6. 
A 1Y.-be helyettesítve: 
344 83-64 - 651 12- D— § — 0, ebből D -— 68—94- 12. 
Az eddig kapott értékeket az Y. és VI. egyenletbe helyettesítjük : 
a 24— B--34—384-64128—184—24— §--28—4— 0 
A- B168—94—12-28—4Az0 
—-184-98— 18 v, 
—-94-1 98 —13 VI. 
VI.- Yv. 
94——6; 4A-— 2. 
3 
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Visszahelyettesítve a VI. egyenletbe: 


698 — 12; B 8 


C — —2—2146 — 2; 
DBz 436—12 — —2: 
2 4 2 
E7-—-——-; F.—-—3 a — 7. 
3 ztzy 
Az integrál: 


EE - pp ii" 


2 
- fI-2 I 021 7 24-2 7zet 
3 TET TT TATE TETT 


z fent 12 [— 
a a sZ 
3 3 úr-b 


dus. f 241—2 d 
l (fut 1ly ak 
E —24-r-ő 
dit, 
93 wit — u-tI 


A következő részfeladat az egyes integrálok méghalározása : 


2 
a) —— fer -: du — FS 
3 ) ETPTETÉNÉ 


2 


l 2 
b) - fi —— —u 


24-2 24—1-—1 
5 JG (5 — 14 Té "7 f (rt— u l§É du 
Hi 248— 1 i 
JTézr tut — 4 lF du -f (12 — b Íp du — 


- fenn Desdn fg di z 
—H 





l l 
4—-u-t1] -J (2—4wár ily d 


du s 
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Tudjuk, hogy 


l x 1 
S Meat age te 


tehát az integrált helyettesítéssel ilyen tipusra kell visszavezetni. 


1 I 
JT "IT d] di du 
4—— 1 4— 
2] 4 


fi 
Legyen 1 — 4 és dv — du. 








— — — arc tg — 
NK TE ya 
2—wa4á4— 2 vV2 
4 4 4 
4 
a EB -t — arc tg — rt CC, 
3 1? 33 
4 


l 
mivel r — 4 ezért 
l 


H — —— 
4 2 I 
f—5E—- 3 té eret [67] 
(6-4 1É 34—-utl 373 K3 2 


Jag ta Ni 
l l 324—] 





A Le a 2 B ag 04) rk Cs. 
K3 


e3-url] 3 w-wrl 3y3 


— 24-46 l 24—1-5 s 
a [ői 3 J m-en] HÉ 
I 2u— 1 5 du Hl 
KENT ÉT ETTELSÉS ÉT ETTE 


I; ; ] 5 dat 
7—g ni —H-- fi IE z 
ho 2 
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Az integrált helyettesítéssel számítjuk ki. 
Legyen z és dv — du. 


dv 5 I ret p c 
Mega [TT TT 
H— — ta nt -— -. find 
4 4 





4 
Arc tg —— 2 —— tű s 10 arc tg e 
- gya V3 3 3 3 
Vagyis 
1 — dust 6 l 10 24—1 
sz ff s dg — —— In lui? — 1-4 —— 
; ENYEET 9) 3 if — 11 HETE arcíg 7 ua öP 


A feladat megoldása tehát: 


[E VE dx z —— — Z 1 hi 
ri lrretádslsvrrayeár veuttluátle 


1 34-i 4 24—1 
$—-uw-ti 3 48—wsirI örzi V3 








I 1ü 24—1 
——- In [w2— 8-4 114 — arctg-— 4 €. 
3 33 3 


Az integrált x Függvényeként kell megkapnunk, ezért u helyébe VE ret 
x 


kell helyettésítenünk, vagyis: 











3 b 
i x—] s 2 ; x—1 I 
xt! xal § á Ty" xi Ni 
1 x-l1 
-—— 3] 
xt1 
H 
Z xi 
1 l xti 
kH B 3 3 3 


143 





a 








x—1 
a 2 Kt 
1 x—]§ x—] lú xtil 
— sm ÍT — Vt 114 -— are tg— 73 fö 
3 xti xt1 343 K3 





3. R(x, Vat— x?) alakú integrandus 
Ha az integrandus a független változónak (x-nek), valamint 


2 
Vat — x-nek racionális függvénye, akkor Va? — x al 1 — e) 


b B - -m x F 
átalakítás után az Fé sin é, ill. a "9 t helyettesítéssel a / 


trigonömetrikus függvényévé alakítható az integrandus. 
Helyettesítés : 


Xx . , . 
— —sinr, x — asinr, dx — acostdt, all. 
a 
x a 
£ — cost, x — acost, dx — —asin í dt. 
a 

Gyakorló [eladatok 


1. ÍGyi-xé dr m? 
xzösinr dx — cost dt; 


feVi—xt dx — friner VT — sínt? cos r dí nz ÍJ sin t cost rdt z—? 


. . 1—cos 2r 
Most a linearizáló formulákat alkalmazzuk: mivel sin? ? — NN EN 
14-cos 2t 
és cost — ———  , Így 
pá 
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. 1—-cosdr 1 s 2 
Jevi-s d - [e ZESSSÉL dt 





2 
1 1 1--cos di 
z — Í[ (1—cos 2tidr 5 —f 1——— ——— z 
zJ , 4 ( z Ja 
l 1—cos dr 1 sin dz 
z — TT -——— —  — df 7-— —Íhr- 
4 2 3 4 


A. visszahelyettesítéshez sin di értékét x-szel — vagy sin -vei — kell 


kifejéznünk : 
sin dr — 25 21 cos 2 — 2-2 sin f cos z(cos1 r— sin? () — 
s dsinrY1—sin! r(1—2 sint r) — 4xF1—x2(1— 28), 
fed — — [arc sin x—(r— 33) FL —x]-- €. 
2. f0xagVa xy dk —? 


A helyettesítés : 


x—sinr; dx—cosrdt. Így 








HG 9yad xy dx z [2 sin 44) V(1— sínt cos rdt — 


— fe sin 14 41 cost r dt 5 fe sin ft cost d cost rt) dt 5 
- f2 sin ( cost rdtaf4 cos" dr. 

Legyen /, — f2sinrcostrdr és /, — fá4cost td. 

Az f, integrál az ÍJ ff Of (dx tipusú, ezért 


c05" f 





h7—f2(-sinr)costrdt z —2 HC. 


10 Integrálszámítás 
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1-kcoszr VÉ 
nz fdocrát fe] dt 


1-- cos 47 
- f arcos 2rácost zat z Í 142 c0524———] dt 





3 cos dr 3 1 
— — 32 cos 2 dt — — 1-t sin 2£ 4-— sin dr-- C,. 
JE 12 ) 2 8 : 


MERRE 2 3 I 
fe KI—ax dx — --gsos He ttsin 2644-as dr-t- C. 


Ezt az eredményt sin 7-ben kell kifejeznünk, hogy visszahelyettesíthessük 
az x változót. 


Mivel x s sin r, tehát cos: — FK1—sint, — Y1—xt, ezért 
d 
cos t  (1—x3)" ; 
sin 21 — 3 sinjcost—- 2rY1—xt; sindt— 2sindrcos2i a 
z 2.2sin fr cost (cos! r— sin! f) — 4xYX1—x1(1—2x5) 


A feladat mégoldása tehát 


fJorrgya—ny dx 


3 3 MENNE TNNNRNYT 
2-5 Va-eFr— arcsin zt ZV1— at V1— (122 





a 
3. J TET dx -? Az xzsint: dx—cös rdt helyettesítéssel: 
1—x? 


sir iz -. 
[//7— ses t dt Ez J sm? t dt, 
V1— sin; : 





Az integrandusban csak a sin / páratlan kitevőjű hatványa van. 


fsinsedt — fsintsintedt ze f sin r(1—costr) dt — 


1 
— f ein £—sin t cost r).dt — —cost-k— cost rt C. 
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Mivel xzsint és Így cos! — K1—sin!t fr — V1—ad, ezért 


J—— dx MEN —-V1-xt4 
F1—x: 3 








2x 
d. jJ -——— dx —? 
V(1— xi 
I. Megoldás: 
Az x—siníi; dxccostat helyettesítéssel: 


1 dx a EDE z JRE sz 
TETSZŐ Ka -sinry cos; 





05794 
- f2sintcos-ttdr— 27 $1C— 
ki 2 l 2 1 c 
3 CET S 3 Ka — xy I 


I Megoldás: 
Most közvetlenül x-ben tudjuk Fő (xx) f" (39) alakba átírni az integrandust: 


[zzz [9- — agg "dx f- 2x(1—xgy 1 


(11—xg) 2 1 
— res A — e 4C 
28 3 Ka-ay 
2 


4. Rix, Vat) alakú integramius 


Ha az integrandus a független változónak (x-nek), valamint 
Va: 3 x?-nek racionális kifejezése, akkor 


FONTEEK xy 
Va? 2 x — a) ;, 
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és az 


T ez sh z, x z asht, valamint dx — achrdíf 


helyettesítéssel a gyökkifejezés kiküszöbölhető. 


Először olyan feladatokat oldunk meg, amelyekben a—i, 


majd az általános esettel foglalkozunk. 
(Gyakorló feladatok 


1. ÍxVirn hatdx — ? A feladatot kétféle módon oldjuk meg: egyrészt 
x- hi helyettesítéssel, másrészt FENN GAÍTG) alak ismeretében, 


I. Megoldás: 
fevitrádk zzz? Az xzsht, dc—ch rdr helyettesítéssel : 
fe yiradx — she Yisshíreh ide — f sh recht r dt. 


Vegyük észre, hogy az integrandus most Fr)" (r) alakú, ezért 


KER ch 1-kstt EY K1rgy 
fe: Y1-kat dx —- "a t€- ELESED hez 0 e 





I. Megoldás: 


Az u — 1-4at; duzm2x dx helyettesítéssel: 
——— 1 du 1 
Í idxz [685 
ÍV Ha: dx H j" 2 
e KI xy 


3 te. 


Vigyázat! A második módszert most azért alkalmazhattuk, mert a 


gyökös kifejezés a belső függvény, az (1-Hx5) deriváltjával volt szorozva. 
Ilyen esetben viszont ez az eljárás gyorsabban veézét célhoz. 


2. Í Yi? dx—? Az xsshf helyettesítést alkalmazzuk, amely- 
ível deschrdt; t—arsh x. 


fsneeyiashérohtdt z fshetohttrdt —? 
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ch2x-t ch 2xi-1 
Mivel shtx — ————— és chix 


2 KNK 


ME ch2—1 chítti 1 
fenére [ES tg f/é2- nat — 


ch 4r--] Í 1 Ish4r 
e-t dr — f ha — [5 - , 
-7 Je jfea ) LU : [1 


Most vissza kell alakítanunk az eredményt úgy, hogy abban az x változó 
szerepeljen. 


, €zétrt 





Mivel x—sht, és sh4r — 2 sh 24 eh 27 — 2-2 sh r ch f (sh? r-- ch! 7) — 
z 4shrV1-—sht: (sh3r--1-bshiz) — 4áxyitxt(2x1-t 1), 


MNK 1 
fe TE dz z b VITARA D-arsha] 4 C. 


3. fngtyüragpde-? Az xsshi; dx—chtdr; 


ts ar sh x hr- 
lyettesítéssel adódik: 


fősher ya ashéry eh t dt — f2sht recht rdt —? 
Mindkét hiperbolikus függvény páros kitevőjű. 


h 27—1I ch2t-1y 
sh:: — zi ch tf — E] a 


A felírt azonosságokat behelyettesítve: 


h2r—t (ch 2 
jeeyazej dx z [27 S] dt — 


1 

- 7 f egz 2— Dehát z 
h4r-H1 

— JE -- jen zre 1) dt — 

— 2 fee 41— I) tch 2-4 I) dr — 


j 
— a Je 4r ch. 2y—eh 21-44 ch 41— I) dí. 


1439 


Az integrandusban levő szorzatfüggvényt a megfelelő azonosság lelhasz- 
nálásával összeggé alakítjuk. 


Mivel 


ezért 


chxchy — — lehx-t3)-teh(r— 30], 


hl 
ch 41 ch 27 — 7 (ch 6£-- ch 27), 


tehát az integrál: 


ÍfzeVdiegdk — 


eh dr — cht 212 shi 2r — (2 sht r-t ij2--áshr V1-d-shti — 
z (2x1-4 IE 4xV1- at, 


————— l —— 
fderaráj ak — az [xi 42) VT (22144) 
HáxF1--ot [(222--1)-4xVY1-rx3—3]— 12 arshxj-r C. 

d. f[—— a — 9 
K1-ta 
I. Megoldás: 
Az xzsh r helyettesítéssel deschr dt, és így 


1 1 l 
— 71s 664 eh 2r— ch 2r1-eh 4-1) dt — 


1 i 1 
— a f(zen sm eh 2ráreh ari dt — 





— — La 
8 


l Én shöíz o sh4t 
— 8 hm a sa :— 1-L 
12 4 4 


1 
z zh 61/— 3 sb 2-4 3 5h 4r— 127) 4 €. 


A kapott eredményt x függvényévé kell alakítanunk: ehhez felhasz- 
nálhatjuk a shíxitxa — shox. ch xs-ttchxish xs összefüggést. sh ét — 
— shítr--2r) — sh 47 eh 273-ech dr sh 2t. 


ÍfeGya any dx — 


1 
sz ah 41 ch 27-- ch 4r sh 21— 3 5h 2r-3- 3 sh 47 — I2r)--€ — 


i 
— 38 [sh 47 (ch 21-- 34--sh 27 (eh 41— 3) — I2r]-t €. 
További alakítások : 


ah 4r — 2sh2rch2r — 4shrV1--shtr(25h r--1) sz 
z 4x(22-DY1-Hat 
ch 27 -: 24-41; shi — 4áxYyi-rtat; 
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h 
Sze [59117 [da 
1§xa 


f 
V1-tst 
z chrtC— VItshtrtC — F1-tx1t C. 


IL. Megoldás: 


Áz integrandus könnyén átalakítható FfM(xjf(x) alakúvá; 





ag 1 
JA dx [129 "dx z— 2-9) T dx — 
1-4 


I (14-x8 KN 
a PAT ken KTFStC. 
2 a 
2 


A két megoldás valóban megegyezik, 


xt 
5. J —— —r dx — ? Ezt a feladatot az x — sh helyettesítéssel 
KO xy 
oldjuk meg: 


xzshi; fjzarshx; dxeschífadt. 


sh!rchrdt she r ch: dt 
j - f —— e fshtrch-tedt — 

















KÜ shi ejő ch" 
1 
— f (ch: r— 1 h-erdtz Í 1——ldr — 1—thtrC — 
Je ) c ( 7) ki 
shr sh fr x 
— (— 3 € — tt —————  — 1 — arshx— —-t CC. 
chi VI-bsh: f V1--xi 
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5 

6. J di do—-t Az integrandust úgy alakítjuk át, hogy a ne- 
V4-3- 92 

vezőből 4-et kiemelünk: 


5 5 x8 
Teszi Jee 
V4--9x: 2 ÉJ 
1 --  — 
2 3 
a . p 
A gyökjel alatti kifejezés £-tsh" f-vel egyenlő, ha 7 shi új függ- 


vényt vezetünk be; ekkor 
2 2 
Xez 7 hr és dx - Hi 





ES Hziatll hídi ET fed. 
TETT K14-shr E) 


Az integrandust szorzattá alakítjuk, majd felhasználjuk achtr—sh"z— 1 
azonosságot. 


33 
f EE gk 
VK4-3-9xt 


40 JO [eh , 
tt — 3 kn E — rra TET e 4 
a1./ €eh tshr—shrjdt §i( ; mija 





40 40 
z — 1 — 1 r— Íshr di — 
sz) sh eshrdt meg f eh 3sh fd: 


—  — 3x 4? 
Mivel hr TT [1 ezért az integrál mint az X 


függvénye: Ken 
c ÉT I 
fee agg] 


A további átalakításokat az Ülvasóra bízzuk. 





8, R(x, Vx2— a) alakú integrandus 


Ha az integrandus a független változónak (x-nek), valamint 
Vat —at-nek racionális függvénye, akkor a gyökös kifejezést 


Fi 
először at kiemelésével átalakítjuk YD) —1 alakúra, majd 
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Tschi új változót bevezetve, a gyökkifejezést kiküszöböljük, 
és így Ríshr, ch) alakú integrandust kapunk, amelyet már 
tárgyaltunk. 
Gyakorló feladatok 
f3xVt—1dk 5? 


I. Megoldás: 


Az. integrandus az előbbiekben említett típushoz tartozik, tehát az előbb 
említett helyettesítés célhoz vezet. Legyen 


xzeht; ekkor (—arch x; dxeszsh fat. 
f3ehrvchtr—ishedt — f3chrshtrdt. 
Az imtegrandusban ch: első hatványa (páratlan kitevőjű hatvány) és a 
sh 7 második hatványa van. Ilyenkor shrs-u helyettesítést alkalmazunk, 
ekkor dumchr dt, vagyis 


AN 
dt s — . 
ch t 


főv -i dr — f dtduz Ce tűz 


s sh9r4rC s Kíchsr—1p3C — VK 14 €, 


H. Megoldás: 


A feladatot egyszerűbben megoldhatjuk, ha a gyökjel alatti kifejezést 
helyettesítjük. 


u — x1—]; du—2x dx, 
MEG 3 a — 3 L 
joreztazz]zes-taza d dit s 


3 
éc Kőrc e YGAZTJ 4, 


Z 
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II. Megoldás: 


A legegyszerűbb az integrálás, ha az imtegrandust frix)f (x) alakba írjuk : 


—4C — VK —1- 





3 íx: agy 
- a. ci 
— fe 18 dx -- Ej 


2 
A. megoldások valóban megegyéznek. 


z. f x8V—idx 2? Az xszehr helyettesítést alkalmazzuk, mellyel: 


jiarchx és dx—shr adi; 

feye-1 dx — fee tycht r—1 sh (dt — fchő rshtr dt. 
Az integrandus ch í-ben páratlan, sh 1-ben páros. Legyen ezért 

u—-sht; duzch td. 


foesv—1 dx — felé testé rchtdt— Í(d-tshtr) sb echrdt — 


ke) 5 
rJaavn z faut) d - ztete- 


1 
z — shh" r--— ssh" 1 €. 
3 Eb 


Mivel x—ch ft, ezért shi 5 VKch:r—1 — Vxt— 1], és igy 


FENN I a 
xiVx1—-1dx — 7 Vos- 194 Yo:-1b- CC, 





J Tesi dx — ? A feladatot kétféle módon üldjuk meg: 
x-1I 
1. xs-ch ? helyettesítéssel. 2. x1—i — w helyettesítéssel. 


I. Megoldás: 
Legyen x-cht; és dx—sh / dt. 


hid 

f— j éz z (ES [591 
rrari Fehtr—1 

sz 5$hr3C — 5Vx—1-4€. 
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TI Mepoldás: 
u — xt-1: duwu—2xdk. 


f— - fe. 2x dx 3 fd 
ET K3—1 Vu 
4C s 5Fu3-C — 54xt—i4€. 


A két megoldás valóban megegyezik. Megoldhattuk volna az integran- 
dus FA f(x) alakra hozásával is. 


xa 
d. f ——— — dxz? Az xzszehri helyettesítéssel docshíidt és 
VKGt—-1y 


ch? éshrdr ES (Es edét e, 


d nir—i —eó———— 
sb? z 


f x 
Y01-1y FKíchtr-Iy 


Az integrandusban most chi páratlan kitevőjű hatványa és sh f páros 


kitevűjű hatványa van. Ekkor u—sh r helyettesítéssel megoldhatjuk a fel- 
adatot: 


41—sh t; dumch ! dt. 


Ennek megfelelően alakítjuk át az integrandust: 





feat f chtrchrdt Pp (14 shír)ehedt 
shi sh: Ni shi Ni 
e 
- [E - f et ]Ján— fra Dan — Ente - 
1 1 1 MEN 
z—-—44trC ——-——sht4C —--—— —— 1 Vxt—1-4€. 
H shi Kx3— 1 
5, [f/ decz? A nevezőből kiemelünk 25-öt, így 
TET 25 


MR a 4 
Y16x1—25 — 5 VDJ- — 1; amennyiben ez után a 5 sz ch helyéttesi- 
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Ú ő 


ú,6 
év 
1 arc sin x dx — [7 arc sin x]g: — fi ———— dx — 
ak 
s 


0.2 az K1- 
z [7 árc sin x163—[/ FI —xö[: s 
— 0.6 arc sin 0,6—0,2 arc sin 0,24Y41—0,62—F1—022. 


Először visszakéressük 0.6, ill. 0,2 arkusz szinuszát; a táblázatban főök- 
ban kapjuk meg a szögét, ezt át kell számítanunk radiánba: 


arc sin 06 sz 377 sz 37-0 0174 sz 0644 (radh; 


arc sin 0.2 sz 11,57 sz 11,5-0 0174 sz (42 (rad), 


HAL NN KN 
f arcsinxdx az 0,6.0,644—-0,2.0,2--V1—0,36—Y1-—0,04 sz 
üz 


sz 0,3864— 0040 8—0,983 — 1,1864—1 02 — 0 1664 sz 017. 


4 4 
It. f arctgx dx — Í larctex dx —? 
ú,3 Ü,3 


I 


14 xz 7 


Legyen w—arcig xs — vzlit5x. 


d 





4 
fé. a 
arc tg x dx — [x arc Ig x]9 s — j dx 
174 x? 
03 6.3 


l 4 
z [7 arc tg xIfs— [Ez In (1 -- vo] s 
2 ü,3 


l l 
— darctag 4—ü 3 arctg 0,3— in Vt in LO 


darctgd sz 4-76-0 0174 sz 53; 


03 arc tg 03 sz 0.3-16,7-00174 sz 0087; 





l Í 1 1 

— h In 17-t—- In 1.08 az — — 28334 — (086 az — 1,373. 
2 2 2 2 

És Így a végeredmény 5,213-—1,373 — 384. 
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17. 


Legyen 4—arshx; W — 


13. 


g KI 
f arshxdx — fo larshxdx —? 
h a 


— zi; v—x. 
F1-- a? 
x 


KV1-x? 


a HE) 
f arshxdz a [xarshag— f dx 5 
FA 


3 
— [gar sb x3— [17507 — [In (erv tr DE —[V1-ro]; — 


3 In (3--K101—21n(24Y51-VIOS FS sz 


3 In (34 3,164— 2 In (2-- 2,241— 3,16--2,24 — 


g 


31n 6,16—2 In 4,24—0,92 zs 3.1,82—2-144—092 — 166. 


4 4 





f archxdx f l ar ch x dx — ? 
F Fi 
Í 
Legyen 5—ar ch x; u — ————-; v— 1; vsx 
FKx?—1 
4 4 
fi 
J archxdxz bear cb ag4— [ —— dx s 
b 7 FK6—I1 


13. 


Legyen u—ar thx; u — 1 


— [x ar ch x]t— [/7— 11 — [eIn(e- Vxz— 1914 - [Vx?— 1]; — 
— 41n(4-V151—21n(27-Y39-V1I55V3 az 
sv d In (4-4 3,87j—21ní2--1,731— 3877 1,73 — 


— 4 1n 7,87—21]n 3,73—2,14 sz 4-206—2-1,32—2 14 — 346. 


ű 4 6.4 
f arthxdx— f larthxdx—? 
n3 02 


zi v-1l; b—x. 


a 
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Ha 


ü 4 dd 


j ar th x dx — [x ar th a78rs — J 
a 


2 


dx: 





1— xi 


z [x ar th x]la2t— 





Ti 
z [ar th.xhhz rk FI [ln (1—ax7)ti — 





1 14-77" 
2 1 — 


1 
— 1x— in [I 4—n(1— ért — 
— bena) — x Iní(1—x)4- in (1-4 x)-Hin(1—xii — 
K1--x)in(1-4-x)-í1—x)n(1—5léti s 


(1,4ln 1,4-4-0.6 Ín 0,6— 1,2 In 1.2—0.,8 In 0.8) — 


(1,4ln1,4--0 6ln6—0 őln 10—1,2Ín1,2—0 8ln8--ü,8ln 10) az 


Í 
zi 7 (1,4-0,34--0,6 - 1,50—0,6 -2,30—1,20,18—0,8-2,08—0, 8-2, 304 aa 


Í 
Sz 7 (0,475-4 1,08— 1,38—0,216— 1,664-- 184) — 


1 
zh, 395 — 3.260) — 7 0.135 — 00675. 


bt 


2. Integrálás helyettesítésset 


b 
T 9 dx 


kiszámítása során egy x—gít) helyettesítést végzünk, akkor 
— pp inverz függvényét p"!-gyel jelölve — 1—gtixh; 
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dos (fhdt,; az új határok pedig az alábbi módon adódnak: 
az x — a alsó határnak megfelelő ? érték 1—p (ag); 
az x — b felső határnak megfelelő ? érték t— ep" tb). 


Megjegyzés: Megtehetjük természetesen azt is, hogy először 
a határok figyelembevétele nélkül a helyettesítési eljárással ki- 
számítjuk az mtegrandus határozatlan integrálját, majd az ered- 
ményt visszaalakítva az eredett változó függvényévé, az eredeti 
határokat helyettesítjük be. 


Gyakorló feladatok 


J (3x-tápdx — ? Áz integrandus égy elsőfokú függvény hatvány- 
1 

függvénye; ilyenkor az 4 — 3x1-4 helyettesítést alkalrmazhatjuk, ekkor 
1 

dx s — du. 
3 


A megfelelő határok kiszárnítása: 
Ha x—i, akkor 5— 7; ha x— 2, akkor u— 10, tehát 


HA 16 
d. 1 4710 
f Gá dr e f dies "en ÉT - 
1 Ci 


1 1 7 0 
— — (10179) sz —(10000— 2400) — E ee 633. 
Té ) Té ) 1 sz 63 
3 


l 
f ———— dx — ? 
: (2x 4 Íly 


I 
Legyen u — 2xtÍ; vagyis dx — 7 dir. 
Ha x—2, akkor w—5:; ha xz3, akkor 4-7. 


. 1 -a 77? 
f aze fg [/ vesb5 - 
S 2xy ;: aaz -3]1, 

elek elee] sb] 
ké sah 343. 1951 


343— 125 
sz ———  — sg B,5- 1076, 
6-343-425 


A feladat megoldható feffGa Fox) alak felhasználásával is. 
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VA 

3. J 5 dx — ? A feladat megoldható helyéttesítéssel, valamint 
x9 

T(x ra) alak felhasználásáva:. 

I. Megoldás: 


Legyen w—Fx3—2; tehát ut — x1—2; xt — u?34-2, ebből 


2 
3x dx — Turn, vagyis dx s 7 a edu. 


Az új határok : 
Ha x—2, akkor u—48—2s Vo: ha x—3, akkor 1—K27—255. 





2 
3 vé 5 dit a 5 
[—— a - f[/ az fd 
ve PG, ! 
a  h-2 Va Va 
— dő; — 5 6- VK6) az 0,67(5—2,45) — 0,67.2,55 sz 1.71. 


I. Megoldás: 
Az integrandus könnyen f"íx)ftx) alakra hozható: 


3 
Jaz 
I ze 


2 1 
Ta HNEN m —lVx— 2) - 


Z : 





3 t 
I — e dx z — z J 3x1(3—2) T dx — 
VEsci T. -- 2 a 


- 5 (5-vő) ss 0,67(5—2,45) — 0,67-2,55 sz 171. 
pi 
ex 
a. [ — dx —? 
Y € ki 
I. Megoldás: ] 
Legyen 2—é"; tehát du— 3677 dx, vagyis e"dx 5 gű. 
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Az új határok: 
Ha xzs1, akkor 4—e, ha x—2, akkor uw— e, 


et 2 edu 


z ex 
J e" 3-1 FEGT ubi 
1 23 


g Í 1 
— — a [In (4-b DÉs a öt —  Ün u] ea - 7 (in e—-lne5 z 7 6-3 z 1]. 





I. Megoldás: 


A. számlálót a nevező deriváltjává alakítjuk, majd integrálunk, 
f- f: Je [ő in ee E 1] g 
——-—. ax mm — the e—- 
; eeyi 3 egi 3 I 


1 
i a. 1 1 
z gy Un (es 1—1m (e9-t 1] az — (In et — im e3) — 7 6-3 


Új 
3 
5. J dx 7? 
s €"7 41 


Legyen w—e7, ekkor du—e" dx és így dx mm — 








1 
Az új határok: ha x— — 1, akkor u s —; ha x—ű, akkor s— I. 
E 


Ül 


3 . 3 du :, 3 
J — rdxz f——- f——— dus? 
Me -k u SHI] u 1 alu-k b 


A feladatot az integrandusnak parciális törtekre bontásával oldjuk meg. 








3 A Í2j 


— — - 4 -—-—; 
uw(Ww-rt 1 5 u2tl 

3 Atu-t 1-4 Bu 
alunt 1) n"(iut 1 


3 s A(ur1)-4 Be 
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Legyen 4—Ű, ekkor látható, hogy A— 3; és legyen 4— — 1, ebből adódik 


Ez —- o 1 
3 3 3 
f dx — f e zg]jé 7 3Mnv- mun, zi 
74-i H 1 ri 
—1 1/e 
e 


! 











1 


1 I 
sz 3 [in 1-in 2-m-etn [51] z 31—1n2-Hin 
el 


— 31 sz 31m 1.86 sz 3.062 — 1.86, 


I. Megoldás: 
A feladatot — ellenőrzésül — más helyettesítéssel ís megokdjuk. 


n 

3 

f dx s? 
£ 3i] 

du eti 


Legyen most s — e7-H1, akkor duze7dx, és dx — — — 
€ 





4-1 
1 
Megállapítjuk az új határokat: ha x—— 1, akkor zt] és ha 
xzű, akkor u— 2. 


13 ; 3 du f 3 dat 
J eki kn H 4—1 uíin—h i 
—] 1 1 


- 41 —- 41 
€ ri 





Parciális törtekre bontjuk az integrándust: 
3 A B 


u(— a) 7 úH4 u-i 
3 s A(w—1)t Bu. 
Legyen u—0, akkor A— —3, és 4— 1] esetén 3— 3. 


Jezde fe 


se. 241 





1 l 
sz 3ím(r—11—]n ua, —z 3 m1-1n2-in-5-tin ej 
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Eredményünk az előbbi modszerrel kapott eredménnyel megegyezik, 
ihol a számértéket ís meghatároztuk. 


Xx 
6. f — dx -? 
? V5x-4 
. 4-4 l 
Legyen 4 — 5x—d; vagyis x — —g és dx 5 az du, 


Az új határok: ha xz1, akkor w— I: ha x— 4, akkor w— 16, 


u-tá4 ] 


sr-iglár sal 


4 16 — 4 
— edes fi eme. ss dülő 
F5x—4 Í vAi 025 


1 18 4 1 "( 1 7) 
— — u du s - f [3 HÉ! ma 
25 J ia --] u 25 ; u" HAt du 


3. 17 
I 8" szült? $a 1T2 .. . 1" 
z — [—-44-—-I -—[6yw - 
25 ba" a as [3 1-ésval 
2 2]. 


182 -p" 1 (2 2 
sz — H8 —m — 1— 16-44 8.-4——-.1— 8.1] — 
Ti ei uti va s: [ x8 ; 1—8 1) 


- [5532 2 59-i És al — 6 
251 3 3 zsiga J-s 


z 
3x: 
7. J —G6C -g-őt áz integrandusból az x—shr helyettesítéssel 
ü,5 Ki tp x7 
a gyökkifejezést kiküszöbölhetjük. Legyen tehát x—sh ft, akkor dx—ch t dí. 
Az új határokat csak jelöljük: 


Fi 1 
25htr : 
dx J S chidt — Jo 2strdt. 
VIE; 


Íi 








vs xi 
Az átalakítás során figyelembe vettük, hogy 


V1-shér — chz, 
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ch 27/—1 





Mint tudjuk, str: s zs ezért visszahelyettesítjük a régi változót és határokat: 
kJ 
——— 3 . 
shh f 2eye- 2 TT - EG TAN LOTS 
fas felt — f/d2-narn tltztdll [7 : xzFx2—1 dx g [eh teven r—1(2chir—1)— ri] — 
(1 
m- uk 3 a 
sz [sh ich t— re a [3h evi estét — rlz — [xV1-4x3—ar sh x]h5— gy be —16257—1)— ar ch ala — 
— 2 45 —1n(245)—0,S5V1.25--1n(0,54-V1.25) az 3 
— -——-[xXx3—1(2x2—1)—in(xrrYo— 1) — 
as 2.224-1n4,24—0,5"-1,12--1n 1,62 Az 8 ( )-Inlet4Va- 1) 
448—144—ú0,56--0,482 — 4,962—2,00 — 2962. 3 
ü - 7 BVI58D-1n (44.VI5)—3F8U7) 4In(3 VJT az 
4 
Í 3xt Kx2—idx — ? Most az x—chr helyettesítés célszerű, mert 3 
a s — [124-3.87—1n(4- 3.879—51-2,83--in (34283) sz 
a chtr-shtr— 1 azonosságot felhasználva, az integrandus shr és eh 8 an rés] s 
racionális kifejezése lesz. 3 
xzcehr: doszsht dt. az -g (480— In 7.87—144-- In 5,83) sz — (336- 2.067-1,76) — 
Mivel most adott x-hez tartozó £ érték megállapítása elég nehézkes, 3 3.335.7 
ezért a határokat nem fejézzük ki az új változóban, inkább majd vissza: — —- (336 -0 30) — —— e 126. 
térünk a végi változóra. [/ 8 
Í 
fdNSZT nm fzenerVeE TT shi dt — fgenerserdt 
ti f1 
1—-eh2r ch 2r— 1 
Mivel ch? , — ——-——--, és ssh! t — —- -— , ezért 
2 2 
f 3 ch? / ssh: f df — — J (ch 3731) (ch 21— D.dt 
f1 
1-4 ch 4z 
— :J (ch: 21r— 1) dt — — ,J ( a dt 
3 chár I 
z - J S-t - :J (chár— 1) dt 
4 2 2 
.3f8 di [7 B nr sh 2rch ét -d, 
9 
2 sh 27 ch 2r — 4shrch eích?r-shtr) — 4chrYchtr— H(2ehtr— 1). 
197 13 Integrálszármitát 


193 


IX. IMPROPRIUS INTEGRÁL 


1. Végtelen integrálási intervallum 


Legyen az /(x) függvény minden B:-a-ra az [a, B] intervallum- 
ban integrálható. Ha a 


ui J fedd 


határérték létezik és véges, amit úgy is mondunk, hogy az integ- 


rál konvergens, akkor az [ga ce] intervallumbeli improprius 
integrál definíció szerint ezzel a határértékkel egyenlő : 


J f(x) dx — sm Ír dx. 
Hasonlóképpen 
ffoddx— Jim f 1094, 


ÉS 
, im J (0 dx, 


röl 4 os A 


J feddx z 


ha a megfelelő integrálok és határértékek léteznek. 


Gyakorlú feladatok 
fr 1 "1 : x-1]8 
1, J m——— dx bee Tírri J —— dx — hm —-.— — E 
; xz Hir Haz x Brrr h—] 2 


h bi lés lim [ : Rk -] ; 
— m o §1—- mm nm me] — —. 


l 
Az improprius integrál tehát konvergens, és értéke " 
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fr 1 "1 
2. f —de— Nm f —de- Hm [nagy — 
x H-ton ) A B-- tm 


sz o líim [in 8-- in 1] — -k es. 


B—--F ön 


Az integrál tehát divergens. 


7 tan 
l 
— Hm ——sn fesz  lim [arctgxjó - 
s ]J ezet B-r-Hea g 1-4 e] £ x]o 


zó lm (arc tg B—arc íg 0) — —-—0 — E. 
BH-r ten 2 2 
a fon am f 
vo 25 








lim 
B-t org 25-44 


—  lim Ef 1 
— B-oo ZS xy 
ü 14 [d 


x 
A feladatot helyettesítéssel oldjuk meg: rt doc—ciu; ha x—0, 


akkor w—ü; ha x— - es, akkor u4— 4 ee; ha x— H, akkor ue 


ht 


Va (a A 5du (00001 B da 
J dx sz lim — —erner — — lim — — 
Ez Beton 2 a 14w IT 4 ee 3 ltré 





. l I 
sz o jlim —l[arctguwjá — 0 lim 7 (arc te B —arc íg Ü) — 
Breton 5 " mh éa 
l m 
—. — — — — — , 
5 2 10 
va . 2 j 
5. fi ——— dx sz lim ——dxexz lim [darctgaxjf — 
1--a: B-t ea 1-4-x H—- 3 ún 


z lim Í[2ZarctgB—? arcig ajá — 253] — Zx. 
Beren 2 2 


13 
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rk am 4 B lt 
6. f — dx a f x €dexz im f- E dx z 
H B-r - en 
6 Kxt b 
B 
a 3478 
sz lim szó lim 5 
H—- 3 en l H—- 4 ua ki öl HE 
3 [3 Vx B 
i 6 3 3 3 
— lim — — me af —- TT ——. 
H-—-3- en a a 
B VS) VS 





-- Em 
dx -318 
rő jJ —— lim f5- a m [/ ], — 


k 1 j ( 1 11) I 
— lim 1——-Ii — lim h—-— -4r—i — — 





Vu 1 új dx . 
8. f dx lim ——— zó lim (x—2p ! dx — 
. ét 2y 17" a [E 
so him — 
HA en —1 A pan 


2 
————— —  — dx — ? Az int dusnak az [5; 4 e) interval- 
9. J G-3) Gr" integrandus 1 ] 


tumban nincs szakadása. Parciális törtekre bontva inteégrálunk : 


2 A c 
-——— — —— — a —-h——; 
(r— Hír tb  x—3 x-t4 


2 5 At(xt4)tC(í(x— 3). 


2 I 
Ha x:-3, akkor 2—74A, és Így 47 ha x——4, akkor 2— —7€, 


2 
és így C-t. 
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-4 a B 

2 1 2 1 2 1 1 
j ESZ ELÉTT dx— dm ieagaje 
: 7 x—3 7 .oxt4 B-s 7 : x—3 x44 


2 x—31" 
liim —[ 1in— ii — 
H-- -- aa ri xt4 1.3 


-1-n)- 


lirn 5 Mat 34-Iníx-tt HHF — 
B-t ee 


8—3 3 9 3 


II 
g 


íl 


Tin 4.5 sz 0285-1,51 ar 043. 


! 3 
. A—3 : B 
Felhasználtuk, hogy líim ——— lm —— —-—l, és ÍIn1—0 
te § 
10. J S dx z ? A feladatot az előbbi módon oldjuk 
; (x—1Hx-1- 5) 


5 A B. 
(x— (rt 5)  x—l xk57 


5 z A(xt5rt Bíx—1). 
5 
Legyen x— I, akkor 5—64A, és így 4—-e ha x— —5, akkor 5——635, 
tehát 5— 3 
7. 


Eredményecinket felhasználva: 


hbes tm 


É 1 5 1] za) 
— J — — —— — — dx — 
: 6x—-] 6xt5 


me / 21] 
Fr 6 x-rl x-45 


5 ma 
: €—-D6G45 


I 


lim — na 11—Iní(x-t 5 5 


x—-]11" 
 lim 5 in] — 
H--4t an B 


H-—- -- an 6 xt5 a 
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1—— 
— 1 5 megsz] lim 5 In B it — 
H-- -k- en b H--5 3-5 H-r -t- ön ő 
B 
5 1 5 
sz — 10—-In— 1 — —1in4 sz 0835-1 d sz 1,17. 
6 4 6 


1 
11. fi —— e nnedx z ? A (— se; —Z) intervallumon belül az 
di (x--1(x—H 


integrandusnak nincs szakadása. Áz integrandust parciális törtekre 
bontjuk : 


hi A 4. B. 
(x-t1)(x—3)  xtil x—g 


1 5 4(x—93)-t B(x3- 1). 
I 
Legyen xs —1]1, akkor 1——44A, és 4——— legyen x— 3, akkor 


1 
1—48B, és H——. 
4 
Tehát 
—a 


f 1 a- fé] 
Jo C41(x-g 9 4xt1l 44x—3 


—-z 
l l 1 1 
m— li — J ———-—- ide lm — [lní(x—31—iIníxri Hja 
Aron 4 4 3 zar] A-r— am Fő, 6-3) tet Hl 











4 x-—3i" : l —-23—3 4-3 
zt liím — Hln-—- —m— lm —tln —e hü He 
4A--— na 4 xtHt1li. 4——-ra 48 —2-1 4--i 
3 
a 1 
s lm —d1ln5§—-l]n f 7 rgy in 5 sz 0925. 1,62 — 0,405. 
21 ——— ön 
IL -- — 
TA 
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zen 1 On 
5 
12. jJ —————— (ix 
jú x:--2xtb2 


denütt folytonos. A feladatot helyettesítéssel oldjuk meg: 


a 
-z J (x—I ETI dx —-—? áz integrandus rriir- 


Legyen u — x—1, így du—dx; ha xm tes; akkor 4-- ft es, 





4 sa s . 5 
j 7 ge lim fek - 
(x—1ÍPa-1 nee J (x—1--I 
fr 5 
— Jim jJ daz  lim CSaretg ad — 


A — ca A —- — maz 


mo A 
— o dim CSarctg B-s arctg 4) — 5(572]- sz 
H ---k ön 2 2 


A — ea 

sa B 

13. j e "dxsz o lm e "dx—- lim f—e "ff - 
n 


I 
— lim 4—e"--er1)— — az 0368. 
e 





B—- 1- es 
ta B 5 ga 
14. jJ $erszdx— lim Í 5e-dx— Im [1-5 er] — 
fá Fi 
—  lim ( 3-3 1] - DE e 00458 
— metol 27 29) aa sag 
--§ —3 
15. J erdexz líim T erdes lim [erjz? 
kllvdli d — e 2-4 — esz 
mo dim (e-1— et) — E az E sz 005 
A — e ea) 


ten 
16. J er. dx? Alkalmazzuk az e7—n helyettesítést. Ekkor 





et; du— e" dx. 
A határok: ha x— 1, akkor u—e; ha x— te, akkor 4— -b es. 
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e: d- [8 im fé 
eog ut—l  Bedsas 41 


lim f—arcthajő— lim [-- mt], 
im [/ 7; - — — — 
BH—---t az H-- 4 es z t-t 1 a 


ll 5-1 I —1 1 —1 
lim [25 ——— ht — mé 1- Ge 


ei 
Aa 


11 








1 


B-t ca 2 B§46l 2 eti zZ etil 
1 172 l 1 
—11—— — — 1,72—1]n 3,72 — (0.542—1,33) 5 — 04. 
syn zén n 3.72) sz ( ) 
ú [J 
17. fra — am 3"dxz hm e 6) s 
— ÜK al 
1 l 1 
z líim — [1-3 -— — s — s 091. 
4A--— na hmn3 in3 1. 


—1 
dx 
18. J ——-———— —  z-? Az integrandust parciális törtekre bontjuk ; 
CAEDG-N eraaens e F 
1 A 4. B cxrb 
C(Ar1X(x—IB x—i (x—IJt x341 7 
1 — 4A(x—1)ő3-t144.B65-r 1) (Crx D)(x— 1. 


A kijelölt szorzásokat elvégezzük, rmajd felírjuk az egyenlő fokszámú 
tagok együtthatóinak egyenlőségét. Az így kapott egyenletrendszert 
megoldjuk. 


1 s A(x-axttx—1 BC? 1)--(Cxt D)tt—2xt1); 
1 c (44 0)xt(- A-t B3 D—20)x3t3(4—2D4 €)x-rt 





H(— 4At1.B- B. 
4-t€ 5-0 I. 
— 4-- B- D—2€70 II, 
A-25t€ 7-0 III, 
— At-B-4-D — 1 IV. 
1.— III. : 
2D—-0,  D-0 
et 


v.—II. : 
zczsü; €- 


ar 


ha] — 


[I.-be behelyettesítve: 
1 
AtCs5sú; 4-7 ——, 
2 
IV.-ből: 
6B—L; 8-2 
" önlllntSENT JÉ 


Az integrál 


—1 


f dx 
od 02414Xx-I) Hi 





I] 


J [8 l 4] x dx 
2 x—1 EIT zar] Ni 





I 2x 
- J[z 1 --gt 2 ap 


z 


I 1 -i 
—6 c in[x— 1[-4-—- In (xt-k ni — 
x—1 2 A 


l l 
sz lm 12-27 m2rég tn - -9-— atta b]- 





2 —— — a 2 

1 íl l l 1 — 
sz  lim — 77 a n24—— hm a 
A-r— za 2 2 A—1l KAtH1 
. . l 1— A 
Mivel him — —űés lim In —— —1in1-— 0, 

A-n 4—] Ar — tn VA31 

dx i l 


z— o ]n2 sz 0,25—0,17 — 0.08. 


ev (t-t 1Xx—1p 4 4 
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er 


19. f xer" dx — ? Az improprius integrált parciálisan integráliuk; 
10 
Legyen u—x; wWei1; t—e7"; vsz —e-", 
Most a ,.lim" jelölést csak a feladat megoldása végén vezetjük be, 
ami megengedett. 


ak ea -F es 
fo xesdez(—xedgr f -ezdk 
1 10 

kh sa 


1—xeite er f/ evsdx z[—xe ts 4[—e li 
10 


im ([—xe 3 [— ek E 
HA- 3 un 


lim 4— 8674 10e79—e5 e), 
BH -t- ez 


A határérték kiszámításakor felhasználjuk, hogy 


lim He" — 6. 
H— -t en 


Ennek bizonyítását bármely — határérték számítással foglalkozó — 
könyvben megtalálhatja az olvasó. 


ken 
f xertdx— 11e75, 
10 


Az integrál tehát konvergens. 


1 
Te 
ZÚ. J ! af Es 
Z x inx 7 


lm  [inina]áé c lim (lnin4—lnln di — -t- e. 
A-t az A-rt an 






Áz integrál tehát divergens. 
ha nike 


21. J Mek — ? Az integrandust helyettesítéssel alakítjuk át. 
$ xF1-tx 


Legyen usFitx, ebből x—u?—1 és doc—Zutho 
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Az új határok: ha x—3, akkor 4—2, és ha x—- 1 s, akkor 


H-r -k- ca, 
f dx - f 21 du -f és 2du 

?  xyiktx go 4-lw 
, új 2 dt . u-t 1" 
sa dim J 7 mm lim §4—-—1n-— 
Badva Hi —i 5 B-tes u—] 


, 4— 11" . 5-1 2-1 
mm lm íln-——-iI c lim Éln — In . 
H-t en 1-1] 3 H-- 4 ös H-31i 241 


1 
sz Hi — Ín3 ss I,i. 








22. fe 2 —? Helyettesítés v—FK1l-tx: tehát ebből x—:?—1 
ZVEZ 


ÉS dx 2 eat, 
Az új határok: ha x— 8, akkor w—3, és ha x— tes, akkor wu-r-it es, 


f ax f 2u du f 2 du 
É xtF1--x s eV u a (r1— ÍV 
Az integrandust parciális törtekre bontjuk : 


2 2 A B. € D 
(DE ii (PP 4-A 





GEVNG-Y ő gr Ge Da tami Ge 


A jobb oldalt közös nevezőre hozzuk, majd az egyenlő fokszámú 
tagok égyütthatóinak egyenlőségét felírjuk : 


2 sz A(íut1(n—-1E4 B(6—344 Cut 18(n— ht Dlu-r 198; 
2 - A(ut1)(rf—2nt1)-- Br — 26 1)-k 
FC(ut42Zat luc 1) Di --2w4t hi; 


2 z Al tút—218—2w tab 1) Hír —26tH1)-b 
FOG t 2 n— ut 24 — 1) D(t-- 2641); 


2 s A(rt—wr—wxi1) B(wt— 26 1- Cúr tb út — 4 — 1) 
3t1D(í3-t2n-til 


2 S1AtCJwh(— At B404Dét4(— A4—28—€01-2Dut 
tí(413H— CD, 
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B-4A54t€-B—0 1I. 

2D-4—28—-C- 6 III, 

A- 8§—C73D — 3. 1. 
IV.—II 

24-20 52 

4-C—1 

4-€-0 (I.) 

1 1 

24 — I; 45-i C-re. 
IV.-ből : 

3§1D—- 1. 
ILI.-ból : 


1 T 
-—-——-281——0; 5B-B-0 
2p 2 t- 








B 1. B — ! 
20-I; Bazi B7—- 
A kapott együtthatók: 
1 1 1 1 
mm —, mm —, mm E, h — — 
A 2" 8 27 ki 2 2 
ht 2zdü 
Ge 


1 
Fi 


1, 


ned TT - 
em im [7640 -ahn (u— 1) — "il ui 


. 1f uti 1 1 a" 
hr ca LFErurYSreei 7 


BH —--t an 2 


l 1 i 1 
H-t ea ; 2 uti] 2 (464IPF 2 u4ux-I 2 (u— 1) 


szo dm 
B —- ten 2 


1 


meze, -]ln—t—-4—] - 


5 (2 l 1 4 ll 1 
4$7-1 §-31 §F-1i1 ll 4 2 


3 
[0-0-0-im24—]) - 


ur bal 


1 
z 7-7 2 s 0,375--0,5.0,69 — 0,030. 


2. Nem korlátos függvények improprius integrálja 


Legyen az f(x) függvény minden [a,b—e] intervallumban 
(ahol 2-0 és b—e — a) integrálható, és legyen fix) a b pontban 
nem korlátos (vagyis f(b) — bes vagy — es). 

Ha létezik és véges a 


h— ét 


lim f fedd 


határérték, akkor az [a. b] intervallumbeli (improprius) integrál 
definició szerint ezzel a határértékkel egyenlő : 


f xx) dx — lim f 19 dx. 


Ha f(x) az a pontban nem korlátos és minden [a-t e, b] ín- 
tervallumban integrálható, akkor hasonlóképpen 


fradde- im f fedd; 


ha f(x) sem a-ban, sem b5-ben nem korlátos és minden 
[a te, 5—8.] intervallumban integrálható, akkor 


J ffx) dx — Jim fr f(x) dx; 


evő 2 E 


ha pedig f(x) egy belső c pontban (a--e-—b) nem korlátos, 
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akkor az integrál két improprius integrál összegeként határoz- 
ható meg: 


b é b 
froddxz Í J09dxt4 J 160) d. 














Gyakorló feladatok 
5 — 
f—- - lim f —— va 7? Tediuk, hogy (—— - 
d Y25—e et; Vat— ax? 
sz arc sin hadi ezért 
d 
I ú7E dx i (x 5 - 
im / ———— zzz lim Í arc sin — 
erü V25—-xi £-0 5 fo 
,. 5—E . , nt 
sz lím harc sin — — arc sin o) z arcsim ll — —. 
E-rú kj 2 
. dx 
2. szazezer sz? Az integrandus egyik határon sem korlátos. 
7 V100— 
1ü dx 10— 25 16-, 
-————z7 him sz. hm rcsinzi] 
10 K100 — ax 1g-10tes Tesi x: e7ő -18te 
. . 10—£ .  —104-e ) 
sz lim harc sim ——  — arc sm — -—, --[ — 
t17-ű 10 10 
£5—rÚj 


in 1 m-n-5-[-5]- 7 
sz ac sin [— ar sm — a 2 . 


3. fi ze ? Az intéegrandus az x—0 helyen nem korlátos. 
s H 


1 


1 
1 -1 
fee in mm ix sz him x ! dx — 
zt. Kx £-ei a 


— lim [Vad z- lim (2y1—2Ye) — 2. 


B 


Í 
d. —— dx— ? Áz integrandus POzÍtÍV x-re — , Negatív x-re 
oz Fax x 
1 
— s; x7-0-ra pedig nem korlátos. Az integrált tehát két részre 


K—x 
kell bontanunk. 


I 


2 Kt 


I 
Ja K-x 











A két improprius integrált külön-külön számítjuk ki. 


ü 


[zs [e 7 dx — im fe xy Th 





— Hm[-24— 5]: s lim(—2V--et42y2) — 32. 


e. a 
1 4 
fd lim x ? dx — tiimPrx]i — 
£-Ü a űl 


ü xX 


— limí2V3—-2vYe)s 273. 
E--rÜ 
Tehát 


a 
I KN KR 
f — dx — ZY242VY3 — (VIV) az 
Ma YI-] 
sa X(141-41,7T3) — 2.3.14 — 6.28. 
8 B 4 
5. 1-4 lim § x " dx —dim b], — 


ő Vx E-t a t-t 


38 335 
— fh — FF 44 — — 21— 6 
im (2. ze) 


£-rŰ 
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6 fé —— sz? Az integrandus az xzü helyen nem korlátos, ezért 


—8 Vz 


az intervallumot két részre bontjuk fel: 


dx : dx 
fe 7 f: atfz7 
—2 Va —8 Vx 0 Kx 
A két improprius integrált külön számítjuk ki. 


- 1 33 ] " 
Hg x aim [//7] zi 


eü : E-rü 


33-38. 
— tim1—y3—— ál — — 
café 54 


3-0 











a lt: MNK Ht-: A 
kid - Fi Ve V4 sz 1,5(6208—1,59) — 1,5-0,49 c 0735. 

— a Kx 

dx 

7. — 9? Az integrandus nem korlátos az 1 helyen. 

ma € FV —k 

L 1— E 1— E 

kisdll z him sz lim (1—x) T ix s 

a VKi—-x sb: YI-x  £-ü s 


z lim[-—-241—x] s —lim(—24T—T3e-2V13-2) sz 2/3 az 3.46. 
z-rÚ tü 
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5 











dx , 3 
3. -— —? Az lategrandus nem korlátos az x —— helyen. 
V3x—4 4 
5 
dx , : dx , : 1 
— —— zlim  f —— — lim J (3x—4) dx — 
4 V3x-4 £-a, F3x—4 — 2-0 
a art att 


fv 
— Jim [13771 3]. .. — tim (5.115 4-5 Va73eT e) - 


r—0 £-rŰ 


- yi az 067-3, 32 a 292. 


a 
—z dx —? Az totegrandus az x—3 helyen nem 


x 
a. — 
J Kéx411(x— 3) 


l 
korlátos, másrészt fr(xyf(x) 7 
kr:—i 





alakra hozható. 


6 


X 
fe 
a Vx2—2x—3 








ú3 ő 
I - 1 
— lim — ÍJ 21-01-23 : Éx-k f —- dei . 
ád tő V(x— 1 — 4 


sFÉ 


A két integrált külön határozzuk meg. 


lm —- ho f ax —D0t—2x—3y € disz 


£—-0ü 
2 g, 


(1. MERRY NN 
- lm — LV —2x— 3]. V36— 12—3—yY9--6—3-V21:ss4 583. 
Érr 


ű 
i 1 1 


TNS zar an 
2 


14 Intégrálszámítás 
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Í 
Á f — 7 helyettesítéssei x s 27141 és des2dr; ha x—3, akkor 


5 
z—1 és ha x—é6, akkor e 


A 7-1 helyen az integrandus nem korlátos. Tehát a máscdik integrál 
helyettesítés után 


Hiz 





. 1 2 dt . - 
lm — f — — Tim [ar ch rIf . s 
ten 2 1. FKiZe] £-0 





5 5 25 54V32 
sz ím [In (r-r Vr ca Hő, — In Ba 7 FÉn J- in 1 s]n lő , 
E--Ü 


A feladat megoldása: 


6 en 
— 0 5apől 
dx — VIT s 464 


sm 


4 


j 


ÉL a 
J Kr1)(x—3) 
— 46-]n4 8 az 46--1,57 — 6,17. 


10. Sz dx — 
7—Z 


az előjeltől eltekintve frixj f(x) alakú; 


? Az integrandus egyik határon sem korlátos; 








1 1— e 
2x : — 2x 
B VK1-x o 9 VI 


— lim [/ 2FI —xt]ji e — 0— 0 — Ü. 


£—rŰ 


li. nedk e sz lim 
tel 


hím ín x — és, A feladatot parciális integrálással oldjuk meg. 
x-z 


nad m—? Az intégrál improprius, inert 


1 1 
finxdx s fllxdkx. 
1) a 
Fr Lj , l r / 
Legyen u4—]n x, és v—x, vagyis 1 —— és vs]. 
x 
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1 1 
f 1lnxdx — [d1na]4— f 1dx — [xMxR — — [1 — 
ű Új 


— lirn ffx In x$—ix]b — Him (I In 1—e1n £—1-7-e) — 
£—-Ü 


( nb 1) 


— lim(—éelne— 13 e). 
terü 


lmeln ez —? 
e— b 


A szorzat egyik tényezője (ri nullához, a másik tényezője pedig 
ílne minusz végtelenhez tart. A szorzat határértékét a L Hospital- 
szabállyal állapítjuk meg, de ehhez előbb átalakítjuk kifejezésünket: 


: , ]ne 
lirn e Ín £ — lim — , 
£—Ú E-rÚ 


€ 


Így átalakítva a szorzatot olyan törtet kaptunk, amelynek számlálója 
és nevezője abszolút értékben egyaránt végtelenhez tart, ha £—-0. Most 


ln é k zi : 
Inn — — lirn — — lim(—e) — 0. 
e--n Í £--ő Ecer 

8. Fe 


A megoldás tehát: 


I 
flnxdx sz lim(—elne—1--ej——]. 
ú z—Ű 





12. fe —T — ? Az integrál improprius, mert a névezőű helyet- 
xy xt— 
tesítési "értéke az xzl hHelyen nulla. Az integrandust helyettesítéssel 
alakítjuk át. 
Legyen xzehíi; vagyis docscshíidtr. Kiszámítjuk az új határokat: 
Mivel r—arcn ax, ezért 


tr s arch1 —In(14Vy1—1)—z 0, és 
ts; z arch2 z Iní(24F4-—1) — In(2-4.V3). 


14" 
2ZII 


X. A HATÁROZOTT INTEGRÁL 


Az új határokat — bár értéküket ismerjük — csak jelöljük. ; 
ALKALMAZÁSA 


f - fe sh rdt a fé 
; - hi che Yehtr-1 A ch r 


Áz átalakítás során felhasználtuk, hogy bármely f-re j 


1. Területszámítás 
— zz 1]. 








4-0. határérték ha alt Al aproprius Ha egy [a, 6] intervallumban értelmezett folytonos f(x) függ- 

r—Ű-ra a tört határértéke ennyi?) Az új változóra mát vény görbéje, az a és b határpontokhoz tartozó ordinátaszaka- 
f érték bb vagy egyenlő egy- ; ; ; m e; 

gye jategrál, mert a nevező bármely : értékre nagyobb vagy egy 87 szok, valamint az X-tengely által határolt (előjeles) területet 


Áz integrandust exponenciális alakba írjuk: akarjuk meghatározni, akkor a függvény a-tól h-ig vett határo- 
zott integrálját kell képeznünk : 


2 dt get 


J á- [de ZTA Ni éket ezi T — ff0ax 
; 


Ég 





Az előjeles terület azt jelenti, hogy (a-b esetén) az X-tengely 


Áz integrandust újabb helyettesítéssel alakítjuk át: . jei . i . ; j pw 
Legyen 1—e ; a üntb Az új határokat wi, ill. u-vel jelöljük. ati tllő pozitív, a tenyely alatti pedig negatív előjelű (2., 
. ADA]. 


íg 


rg 
2e 2 du ; 
—2m- dt — —E — sz [darctg ejt — [darctg e]. 
Jar J ga 7 Rarete ei 7! a 


É1 
Mivel ty, — 0 és t, — in (2-3), ezért 
z — 


aa 


x Fxi— 


— 2 arc ig (2--V3)—2 arcsg 1. 


FT 
arcig 3.73 az 757 ss 75-OÜI74 sz 1,3, és arctg1] — a sz Ü.785, ezért 
pJ 
dx 
f[— zs .13—2.0,785 s 26—1,57 — 1030. 
xVat 
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Ha a görbe paraméteres alakban adott, vagyis x-xít) és 
y — yít), akkor a ty és t, paraméterértékekhez tartozó 
Pix(ti y(írdl— P(t) és Platt); y(t)l— P(f) pontok által 
határolt görbeszakasz, az xítp) és x(t.) egyenesek és az X-tengely 
közötti terület (4. ábra) 

Íg 
Tz f y(di)dt, 


í- 


ahol x (1) az xít) függvény f szerinti deriváltját jelenti: x (2) — dx 








dt" I 
5. abra 
Y 
. Ha a szektortérületet a síkgörbe polárkoordinátás alakja 
ismeretében akarjuk kiszámítani, akkor a következő formulát 
kell használnunk (6. ábra): 
1 hat 
1 — — f r" de. 
2 p 
"1 
[tt r— rip) a rádiuszvektor nagysága, mint a polárszög függ- 
4. ábra vénye. 
XtÉg) xÉg 
Ha ún. szektorterületet akarunk meghatározni (5. ábra), és y 


ismert a sikgörbe paraméteres egyenletrendszere, akkor a kövét- 
kező módon járunk el. 

Legyen x—xír) és y—yít), akkor a t, és t, paraméterekkel 
megadott Pfx(y; y(t4l— Pn és Plx(te; Pital— Pl) pon- 
tökhoz az origóból húzott egyenes szakaszok, valamint a sik- 
görbe által határolt terület a következő határozott integrál ki- 
számításával kapható meg: 





Pa pép 
Íz 
T — 2 f €4—yijdt. 
hi 


ő. ábra 
(Az ábrán T a satírozott terület!) 
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Gyakorló feladatok 


1. Határozzuk még az yzyVx függvény és az X-tengely által hatá- 
rolt területet az as0-tól b— 6 abszcisszájú pontig (7. ábra). 





u öl 1 2 27 
T- Jvzdxz fe dea [dat] -z 
Ü ú 


hú 
Z "5 Z ..- 
— xx — —$Y6-Ú as 4.245 5 98. 
3 v 3 


Az xzó abszcisszához tartozó ordináta, az yzVx függvény görbék 
és az X-tengely által határolt terület tehát 98 területegység. 


l ; 
2. Határozzuk még az y5 iz függvény görbéje, az 4A-tengély 
és az a—zú; bs0 6 abszcisszájú pontokhoz tartozó ürdináták által hatá- 
rolt sikrész térületének mérőszármát (3. ábra). 





8. ábra 
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ng 
1 1 
T- f — — [ar th 49! ez - e nüzáu] MRM 
I 2 
Ü 
tn) nb 2 nd 2 1.39 — 0.695 
eg ga ga ag ee 


A keresett sikrész területe tehát 0695 területegység. 


1 
3. Határozzuk meg az y— TÖGE függvény görbéje, az X-tengely 
és az az ],2; 6b—?7 abszcisszájú pontokhoz tartozó ordináták által hatá- 
rölt terület méröszámát (8. ábrad! Vigyázat! A függvény az előbbi nélda 


intégrandusával megegyezik, a határozatlan integrálja azonban nem, 
mert most plz] 





1 
T s f dx — [arcthal a c - met 
1- xx? 2 x—I 1.2 
1,2 [ 
Il 8  2nN I 
— — 11n——1n— I — — (1n4-in 3— az 
7 [5-5 a] x ún in 3—]Ín 11) 


s 7 (1.39—1,1—2,4) — 0,5-(—2,11)—— 1055. 


1 
4. Határozzuk meg az y — — függvény görbéje és az X-tengely közé 
-. 


eső területet, a következő intervallumok felett; [0; sa], (0; ad, [az -- s] 
(9., 10. és 11. ábra). 


" 1 
XX r-t xXr 
0 4A-ron E 
sz lim [ln xlá — 


z—Ü 


lim (ln 4— In 5 zo ea-bfoes — es. 
b 


A-t en A — aa 


g. ábra 





Z1?7 


10. ábra 





11. ábra 





a 


1 
T, sz f dx zim 
X 


1 
-— dx — lim [ln xj — 


6. xX t—-ü 
úÚ j E 


s lim (In a— in e) sz Ina-tes — e, 
5 


ej 
I . l i 
f,— f — dx — lim — dx — lim In x]Z — 
tl a 


sz o lim Iln 4—1]na] — v—-lma— e. 


E. la 


Ezek az improprius integrálok tehát divergensek. 


l . zz 
z. Határozzuk meg az y - — függvény görbéje és az X-tengely közé 
x 


eső területet a következő két intervallammban: [3; 10), valamint (—2; —1) 
(12. ábrak 
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12. ábra 





10 


I 10 
T, — J — dx — (in adi — In 10-in 3 — 11 — as In 3.33 — 1421. 
kj 


—1 
1 
Tf, — fi — dx zt 
— ik A 


l 
AZ x függvény primitív függvénye negatív x értékekre In (— x), ezt 
felhasználva : 
—1 


1 
T, — fi — dx — Dn(—J-i — Ín1—in2 — -In2 az —0,69. 
—g 


A terület azért negatív, mert a függvény görbéje ebben az intérvalhuni- 
ban az X-tengely alatt van. 


1 
6. Határozzuk meg az y — —— függvény görbéje és az X-tengely közé 
xX 


eső területet, ha az imtervallumok a következők: [0; se], 0; al, [a; 57. 
(13., 14., 15. ábra.) 


ma A 
l 1 i TA 
Tr, z f — dx — lim —dxz lim [7 — 
a" x 5 he 


7-Ü £--it 
Ar on € 


d— e 
Il 1 
z lirri — — rk I — en, 
z-rÚ [ al ű ] 


Ar 
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13. ábra 


14. ábra 


15. ábra 


haj 1 d 1 1 a 
Tf; — fd — him az de fin [-—7] — 
ű a eb s x" £--ű x 1. 


EÜ 


. [ 1 ] I 
— Jim  —— -r— ii — —— tk ez — em, 
a E ít 


val A ) ; a, 
TT. — J — dx — lim — ex — lim [1] sz 
x? A —— as x d—- ea x a 
et 
, l I l H 
z lim b —— 7 — I —1341———., 
2—-- se A [dj faj d 


7. Határozzuk meg az y— x? függvény görbéje, és; az y — x§-2 egye- 
nés által határolt területrészt (16. ábra)! 

Az intervallum végpontjait a két görbe metszéspontjainak abszcisszái 
adják. 


16. ábra 
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Az egyenes és a parabola metszéspontjal : 
xi — x4-2; 


x1—x—2-0 


ItY14r8 143 KGN 
Ka TT ; mas d x- 1; 
jnuz4; n7 1. 


A metszéspontok: P, (2 : h, ém 1; 1). 

integrálás határai: 1— 1; 4]. ; ; 
Az inet egvény grafikonja közötti terület egyen ló a vázlatos ábra 
szerint az y — xt2 egyenés És az X-tengely közötti területnek, valamint 
az y—xt parabola és az 4X-tengely közötti területnek a különbségével. 


a a 2 
Tf f (12) dr fedez Í 6042—xt) dx — 
-—1 —1 —1 
xi av B [- 1 
z [— ——-[ — 4—-——J—-— 24-i - 
[2 ts 5]. ész rz 3 
8 3 1 l 1 . 
— 6——41——— sz 7——3 sz 4— területegység. 
szig zF 2 2 


Az integrálandó függvényt úgy határoztuk meg, hogy a kü- 
lönbség az adott intervallumban pozitív legyen. 


$. Határozzuk meg az yt—2x—4áyt6— 0 parabola és az y — —x-3 
egyenes által határolt sikrész területét (17. ábra). 


17. ábra 
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Az ábrából látható, hogy a két metszéspont: P.(I:2), P,(3; 0). 
A parabola egyenletéből — teljes négyzetté kiegészítéssel — kifejez- 
zük y-t: 


vy—dy — 2x— 6; 
Y—-d4vyt 4-7 2x—Z; 
íy—2y — 2(6—1h; 
y—2 5 HF2(x-I1); 
y— H2FY(x—1)42. 


A függvény kétértékű és az alsó szár, valamint az egyenes közé eső 
sikrész területét keressük. Az integrálás határai: [1 , 3]. 


a át 
T— f(—x39dx— f [-V26x— Dad dx sz 
1 1 


; a "4 $ 73 
z f [orr ő] ee — [dev] zzz 
1 


1 


1) 22 


— 1] 8 2 
— — a-d 3-4 KT 4— 1-0 ——14— — — terü : 
3 --.3-k 3 K2 2 2-k 3 3 területegység. 


9. Határozzuk meg az v—sin x függvény görbéje és az X-tengely 
által határolt területet a [ú; mb és a [0; 27] intervallumok felett (18. ábra). 


TE 
TI J sin x dx — [— c05 xIg — — cos m1 cos Ü — 
n 


— —£f— 14-71 — 2 területegység. 


2n 
TIT. — Í sin x dx s [/cosalr — —cos 27rrttcos0 ——1--1] — 0. 
ú 






TA 


18. ábra 
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A T, terület nem azért nulla, mert a sin x függvény görbéje ésaz 
X-tengely közötti terület nulla, hanern azért, mert a POZILÍV ÉS negatív 
terület (az X-tengely felett levő és az alatta levő) megegyezik, és így összege 
nulla. 

A. feladatot tehát úgy kell megoldanunk, hogy a [fó; mj és Éz; 22] 
intervalhurmnokra számított területek abszolút értékének összegét kell 

2 
képeznünk. Ekkor — mivel f sin xdx értéke szintén 2 — az eredmény 
X 


T.—4 területegység. 


16. Határozzuk még az y—a? és az XX—x görbék által határolt terü- 
letet (19. ábra! Mindkét görbe parabola, csak az y—x? parabola ten- 


19. ábra 





gelye az Y-tengely, míg az yis x, vagyis y — tFx parabola tengelye az 
X-tengely. Könnyen belátható, hogy a két parabola egymást a P.(O0; 0 
és P,(1; 1 pontban métszi, és az yzFx parabola (0; 1] intervallumhoz 
tartozó íve az vy—x?t parabola ugyanazon intervallumhoz tartozó íve 
felett van. Ezért 


l 1 1 j Ja 3 xan 
ra fv3dx- [do — f 65-én [585] Ni 
B 
ü ü Ü 


2 aa 2 1 l ; 
— [ / am mal — —— —oÜ3Ü — — terülétégység. 
É xy 7L. 3 3 3 
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Ü 7 
x 1 ax Í 7 
u.T- f- d 2 f dx - al — 
ő 1- x? 2; 1-4 ax . [da] 


II 


1 1 l 
7 (ín 50—!in 1) — 7 Ia 50 az Fi 3.91 — 1.955 területegység. 


H) a 
12. T— f (e-iydx s f (etr—2e7 4 1)dx — 
u sz 


ei 1 og e: 
— 7 e. — a — NR sa 
[ 7 e x], 2 26273-3 a t2e 2 


4lú 2 
Ag ge ma 3 Tt 4-2 s. 205 —40-713-—26-r148—2 — 


— 222,8—06 — 154.8 területegység. 


a a 
GYK x z 
13. T — fi F9—axt dx sz 3 f K-t) dx. A feladatot helyette: 
—8 —g 
sítéssel oldjuk meg. 


x 4 4 
7 sníi; xzo3siat; dx — 3c0srdr. 


A határokat 7), ill. ével jelöljük. 


i KN i 
Ta 3 f VIZET 3 cos ídt — 9 f costrdt — 
11 t 


1 


Éz 


1-kcos 21 9 A 9 in 2 
-9[—a-i f arcoszgar [45 j 
ti 





2 2 Íre 


fi 


. Most a kapott kiféjezést visszaalakítjuk úgy, hogy a független változó 
sinét x legyen. 


. X , x xv 
É — arc sir —-; sin 21 z 2 sin tcost e 2217 — 1 . 
3 K: A 


15 Integrálszámitás 47 
5 


Ezeket behelyettesítve: 


Az új határokat csak jelöljük: 
H 
g LXX x ér Í 
— 7 [ere sm 1 — Fi ., — 


rT-—-2 f Vea-12shuducá4 f sh udii sz 
ni! 


7 larcsin 1-- VO- arc sin 4 — 11-k yol sz 





41 
u-i 
h24—1 h2 u 
-a f ki da — 2 [/ m-a] 
2 2 írj 
Hi 
g 9 A kapott kifejezést x függvényévé alakítjuk vissza 
— — Br) — 77 az 4.5: 3.14 ss 141 területegység. LATÍTEFOTT 44 
x 
AZ L sh 24 — 2shuchu — 27 D-i uz arch B, 
B 2 2 
14. T — — dx —? A gyökjel alatti mennyiséget hélyette- p-2 E rra EJ--e Nr? j ch X4- T 
3 — — [ —1- Csal — 
2 V2-xE z 2 
sítéssel alakítjuk át: — 2 EY EJ 4 er , VE - -i]j - 
u— 2—x; x— 2—u; dx — —dü. 
KGN VS VÉ:3 I ú B] 
A határokat ei-gyel és W2-vél jelöljük : — 21— §Y ——-1-inf—--[ —- 11 
2 4 2 d 
ui LT its — MERRY 
afa El a dj tam[d6 - 1) —- 
ra fg ttne - fa szd úr 2P 4 2 PF 4 N 
" 3 ui 
k 
s. Te s B. 5) 
- -bile - -siz—zl, - bzs syő 


-2 Vo DAVE B] ] - 
2 4 2 4 
7 z 2[295-n (529 a (50gj - 
; 2 
— 3 F3 as 3-1,44 — 432 területegység. — 2(19,8—1n §9—5,75--In 43) — 2(1405—2,181-1,57) 
zs Z2(15,62—2 18) — 21344 — 2688 területegység 
5 





15. T — JNZTETTRK— f VATETTTE 4 dx — 


B hogdx j 
16. T- (———g e J—z 7 5 —s Mive 
At őrk10 JJ xt36x49-I ? et3fti 
xt4 
- f versz maz f EJ- —1 dx. áz. integrandus 





Mivel ch: x-—-shtx— 1 





alakú, ezért új változóként az w — xt3-at vezet- 
jük be, és a határokat csak jelöljük 
és ebből ch! x—1 — shéx, ezért a chi — 


4 — xt3; du—dx. 
helyettesítéssel új függvényt vezetünk bé 


ak 
ra f 
x— 2chuw—4, dx—-2sh üdít. 





— H 
FONAT Én [arc tg e] R 
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ly 
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A feladat megoldásához meg kell határoznunk Hi És ri, értékét. 
Ha x.—3, akkor uw—6; ha xsz5, akkor m1— 5. 


T s [arctg üli — arc tg 8—arc tg 6 a: 8297—80,57 5 
zs 24" sz 24-00 OLT4S sz 0042. 


17. Legyen egy görbe (parabola) paraméteres egyenletrendszere a 
következő: x—5E; y  TÖt-4H 31. Határozzuk meg a r—Ú és 1.—4 para- 
méterértékekhez tartozó ordináták, a görbe íve és az X-tengely által hatá- 
rolt terület mérőszámát (20. ábra) 





20. ábra 


te ae; tán 1720 


I. Megoldás: 


Mivel x— 5, ezért 
a 4 
is f 1073 3695 di m— 5 f 0017 3r2) dt — 
ű ü 


z S(587-4e — 5(80-4-64) — 720 területegység. 


II. Megoldás: 


Kiküszöböljük a f paramétert, vagyis meghatározzuk y-t mint x f ügg- 
vényét; ehhez kifejezzük r-t az egyik egyenletből és behelyettesítjük a 
másikba: 


t fa Mitsu X. x-H2x 
megt Ms vas 25 j 
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Ha 1-0, akkor x,—ü; ha r.— 4, akkor x,— 20, Integráljuk tehát az 
Hy. ET x"42x függvényt a [0; 20) intervallumban: 


ZŰ 3 aZ BB 
: [7 ) " Ég I, 
x 20 4 400-9 
- [e st ) — 40Ü e 1] 52——  zz 770 területegység. 
25 ú 5 5 


Valóban a kétféle képpén kapott eredmény megegyezik. Ez természetes, 
hiszen a görbék és a határok megegyeztek, csak a görbék megadási módja 
nem. 


18, A kör paraméteres egyenletrendszere, ha a kör sugarát r-rel, és 
a sugár X-tengellyel bezárt szögét 7-vel jelöljük: 
X—rcosí; p5-rsink 
Határozzuk meg a negyedkör területét (21. ábra)! A paraméterértékek : 


At Éj 






sz snT 


17 


A határokat azért választottuk ilyén sorrendben, mert arnig f értéke 
IT 
a től 0-ig csökken, addig a í1-nék megfelelő pont balról jobbra. vagyis 


az X-téngely pozitív irányításának megfelelően megy végig a görbén, 
tehát így lesz a számitott terület előjele pozitív. 


Z1. ábra 





X——-rFsjni. 


d ü ng 
T — f rsinrk—rsin t)di — f — rt sin ed — f r" sind pr dt, 
mit n/2 ö 
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1—c05 2t 


Alkalmazzuk a sintr sz "u azonosságot. 
mig ú xiz 
I — J pan —J (1— cos 2rhedt — 
ű ü 


ri sine PP Éz rt 
s — 1 1— —— sz — 1——0—Ú0401 — — területe . 
A [ : I á É a ] : gység 
eten . .. 
A negyedkör területé TT. tehát a teljes kör területe — eddigi ered- 
ményeinkkel megegyezően — Fix. 


Í9. Határozzuk meg adott ellipszisnégyed területét. A térülétét az 
ellipszis paraméteres egyenletrendszere alapján és a derékszögű köördi 
nátákban adott egyenlet alapján is meghatározzuk. 


TIT. Megoldás: 


A Za nagytengelyű és 25 kistengelyű, origó középpontú ellipszis para- 
méteres egyenletrendszere : 


xzacost, yzbsint. 


IT 
Itt f a 22. ábrán látható szöget jelenti. Áz integrálás határai: 7 és Ü. 


X——dgs5ini 


Ü 4) 
Ta fbsint(—asinr)di— f(—absintrjdt 
xiz ziz 


ni xíz 
— ab f sint dt — ab f ET dt 
ü ús 


ab ni ő abír oj abn 





s — [1— — 1— - 


2 2 ho 2123 
Eredményünknek megfelelően a teljes ellipszis területe: abz. 


H. Megoldás: 
A Za nagytengelyű és 24 kistengelyű ellipszis egyenlete : 


A y V x 
—-- sz I]; - thy 1—-—. 
at fe 1; ébből y-—-t a 
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22. ábra 





Az ellípszisnegyed területét megkapjuk, ha meghatározzuk az ellip- 
szisív X-tengely feletti, 0-tói a-ig levő szakasza, valamint az X-tengely 
közötti területet. 


űü a 
T f svi -E dx. 
a 
1 
Az integrandusból helyettesítéssel a gyököt kiküszöböljük. Legyen 


x 
—-— $in tf, ebből x—asinr és dr—acosrdt Az új határok; ha x—(, 
a 


akkor sin 1—0 és 1(—0; ha xzag, akkor sin 7— 1, és f — re 


a F—— xíz 
r-s fV1-3a-sf VK1—sinz : a cos rt dt — 
d 
1 ü 


LF nik 
1 -- cos 21 
— ab f cost tdt zab f ——g it - 
ű ü 


rt  singry"" mr abn 
z abj—t z ab1—-1-0—úf — —, 
2 4 4 


a 4 
ebből a teljes ellipszis területe: abr. 
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30. Határozzuk meg a Neil-féle szemikubikus parabola, valamint 
az X-tengelv által határolt területet, a 1—], f.73 paraméterértékek 
esetén (23. ábrahk 


23. ábra 





A  szemikubikus parabola egyenletrendszere xz-—at, y—-bő; legyen 
most az] és 5—3, ekkor 


xs; y—3r. 


I. Megoldás: 


x—Zt, 
3 si ő 3 
T s f 38-21dt - J end z [s ü — 
1 1 : 
6.243 ő 1452 
— e - ——- z. 3242 — BE zs 2904 területegység. 


It. Megoldás: 
Most küszöböljük ki a ? paramétert, és öoldiuk meg így a feladatot! 


4 
xz ft; ya 3 t-jx, ésígy ys MKxY s 3x?, 
Az integrálás határait úgy számítjuk ki, hogy az xzit összefüggés- 


ben t helyébe 1-et, ill. 3-at helyettesítünk. Ha 1-1, akkor al és 
ha 1.—3, akkor x.— 5. 
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A terület tehát: 
2 2 :p 
T- fot aa s[] - 
1 3 , 


— 3. 





2 — 6 
5 I((ysy —(vv] 7 ri (243— 1) — 2904 területegység. 


A két — különböző módon kapott — eredmény tehát valóban meg- 
tgyezik. 


Z1. A hiperbola paraméteres égyenletrendszere: xzachi; vy—bshz 
(24, abrak Ugyanis az lé 


xi v 
FR És 


hiperbolaegyenletet a hiperbolikus függvényekre vonatkozó ch" r— shi r— 1 
azonossággal egybevetve észrevehetjük, hogy az 2 cht és 5 sh t 
d 


paraméteres kapcsolat kielégíti a hiperbola paraméteres egyenletrend- 
szerét, 


24. ábra 





. Határozzuk meg a—3 és b—2 esetén a 11 —2 és r.—3 paramélerértékek 
közé cső területet: 


ta ri 1) 
T- f yzdt— f2shr3shrdr— 6 f shördt. 
2 2 


í1 
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ch 27/—1 
Mivel shtz — ——g ezért 


ü Hj 
ch 21—1 
Te6fő—dr-3 f tha Ddt — 
4.4 F.j 


s 6—sh4 
[55] - 37-55 -É § -1). 
t 














2 2 2 2 
í 
e—era 99 
É 
— en mg T00 
shó 2 FE 2 : 
1 
pi mg 
sh4— 6" sg az 27.5. 
2 
300 —27,5 1725 
r as 3[/ — -n-5( 2 -1] 5 36861) a 


z 3.85 — 255 területegység. 


32. Az X-tengélyen csúszás nélkül gördülő kör kerületének bármely 
pontja cikloisívet ír le. A ciklois paraméteres egyenletrendszerée a 25. 
ábrán látható módon kapható meg. 

Legyen égy ciklois paraméteres egyenletrendszere : 


x: 4(1—sinth; gy s o 4(í1—cost). (26. ábra.) 


Nart-esintzrit-simt] 
Y ga p-renstarif-cost) 


25, ábra 
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Hedít-ent] ; 
uz 4ít-casf) 





26. ábra 


Határozzuk meg a cikloisív és az £-tengely közötti terület szárn- 
értékét, ha /17—0 és /om—2x, vagyis a teljes Ív alatti területet keressük. 
éx KR 
T- f yzdr— f 4(1—cosr)4(1—cos i)dt — 
1) ü 


il 


át ún 
16 f (1—cosradt — 16 f (1—2c0st4-costr) dt — 
Ü ü 


Ég 
cos 213-1 
sz ]6 J [12005 e] dt sz 
ú 


. sin (V" 
16 86— 2 sin f-t -- — - 
Z [o 
úr 





4 


sin 2t : 3 
16 gy sin itt z 16(0—0-t 37—0-4-0—0) — 
ü 


I 


4öz sz 48.314 ss 151 területegység. 


Z3. A Za tengelyhosszúságú asztroóis paraméteres égyeénletrendszere; 
xza cost; vy—asin" t (27. ábra). (Az asztroóis szirnmetrikus az origóra.) 
Határozzuk meg az asztrois területét! 

A szimmetria miatt elegendő a negyed aszírois területét meghatározni, 
cnnek négyszerese a teljes asztrois területe. 


rt 
Legyen a—5 És hr s fü. 


x — 15 cos r(—sin ft) — —15 sin t cos r. 
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37. ábra 





Én LL) 
ii — Í yádt - foSsin?r(—15 sin r cosz dt — 
Éj ni 


Ú 
m— —75 f sínt tcoszr dt, 
nie 


Mindkét trigonometrikus tényező páros hatványa lépett fel, ezért 
a linearizáló formulákat alkalmazhatjuk. 


1—cos 2 4 an] a 14 cos 21 
irni tt — [—-— —- . cas! f— — — . 
SITT" é ( 7 É I 7 
xiz 
§ 1—cos Zrt Vt? 1-keos 2 dt 
Ez! J 2 ) 2 Ni 
ü 
niz 


75 Kos Zrt 1—cos2t 
u J 4 2 
L4) 


dt — 7 J (1— cos? 2F)(1— c0s 2rjdír. 
ű 
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Ismét — alkalmazzuk a lineárizáló formulát, ugyanis cost gt 


1-7 cos dr , 
—m —— e, tehát 
z 
a 
r- E pi 1 1-7- cos 4 ] rve 
8 ; 7 (1— cos 26) dt — 


2 2 





45 mi 2 l cosádt 
Ja — cos 21) dt — 


re 
Zf [- cos4Ai cos 2 E] 
GC — -——. mm ——  r— TET tr — . Í 


2 2 2 2 


Az integrandusban két szögfüggyvény szorzala van, ezeket szög- 
asszegek Szögfüggvényévé tudjuk alakítant az alábbi összefüggés fel- 
használásával : 


1 
c05 2cos fs ri cos (x— 8) cos (a 1 FFI 


, jkalmazzuk az előbbi összefüggést az integrandus megfelelő tagjára, 
akkor 


li 
cos dr cos 27 — FI (c0s5 21-4 cos 67). 


T — — 
8 
ü 





lie 


e— mh m— 
z 2 4 


He 
25 f ( 1 cosdt cos2t cos Pt-RcOS —] d 
2 - Lee LL —— 


jj 


e —- rt nane. s-t 


2 2 4 





fr A 
75 j; 1 cöos4áf cosárt cosói 
Teg di 


li 








8[2 8 B 7 
075 x sin27z sing síin3r o) 57) 


75ír o sindi sinB ae 


1 


ET ál E 





sl4  g 8 74. 


5 4 
— 75m 75.314 735 terül ; 
j seg ST, területegység. 


A teljes aszírois területe tehát: 4.735 — 294 területegység. 


237 


dményének 
Most olyan feladatokat oldunk meg, amelyek ere 
helyességét eddigi ismereteink felhasználásával könnyen ellen- 


őrizhetjük. 
J4., Az origó középpontú és r sugarú köz paraméteres égyenletrená- 


SZETE . 
x-rcosi; y7-rölníf. 


Határozzuk meg az r—5 sugarú körbe rajzolt 307-os nyilásszögű kör- 
cikk területét (28. ábra)! 


28. Abra 





A 
xszöcosi: ys5sint A határok: :r:7ü; Cr ti 


37 —$5sint; ys5 005 f. 


af 
1 mit az ; 
- — f es cost tr 25sim at 5 1dt — 
2 ; ő; 
25 Ld dni 2 on 
- 7 ts §. 


Ugyanezt kapjuk a körcikk területképletével is, ugyanis : 
ri rrü He 


T — — — — —-— — 


2 2 2 
ahol xz a körcikk radiánban mért középponti szöge, tehát 
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25. Határozzuk meg az ellipszis területét a szektörterület integrál- 
képlete alapján! 
Az ellipszis paraméteres egyenletrendszere: 
x—-acosíi; y—bsint. 
A deriváltak: 
tm ogsiníi; $—Bbeost. 


A határok íha a teljes ellipszis területét akarjuk meéghatároznik;: Ü 
és 27, Most 15 úgy választjuk meg a határokat, hogy a paraméter növe- 
kedésévél a görbeponthoz húzolt sugár pozitív (éramutátó járásával 
eiléntétes! elfordulást végezzen. 


2 FE 
1 b b 
T - -J (ab cosz 1-4 ab sin? r)di — 5 J dt 2 — aba. 
uj 1 


Z6. Határozzuk meg a negyedasztróls területét mint széktörterületet, 
ha paraméteres egyenletrendszere ; 


x—-acosii, yzasintt (29. ábrahk 


megest) 
geg eigit 


29. ábra 





A deriváltak : 
xz3a cost r(—sin th —3a sm £ cos3 £; 


Pz3asin t cost. 
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niz 








; ; AT 
k j j Azért választottuk ezt a két szöget, mert —- nél nagyobb szögekre 
I — FI (3a" cost t sin? 7-4 3a? sint f cost tj dt — ; z 4 BY BEkIe 
TE 3 
6 2 grei e A ; a : - ; Ni 
( f Fó ie), és Fi nél kisebb szögekre (ris nincs értelmezve a függ 
3 fb téry. 
a . 
z —- c05" t sirt f(cos th sin éjt — 1 A I na a na 
2 ; 1-- f mdpzm J etcos2gdy jJ cos 2 da — 
PI — ajá — fd 
tl níz 
Ja: 39 1-4keos 2 1—c05 2 . 1 
z —- cos? sín rdt — — NC ENNNÉNNNNT UN Éz -S ET Ki sin -sin [-5 —- as) el 
2 ; ő 21 2 l-na 4 2 2 4 2. 
3az 1-7 cos 4 28. Egy logaritmikus spiráli á inátá : 
— cgi (1— cos? 21) dt — —— e] (- e... d gy JÓg spirális polárkoordinátás egyenlete : 
Fe, 
r iT 
3a7 ni [— cos dt ú 1? [/ sin dr jé Határozzuk meg a ejsÜ és nzm polárszögek által határolt szektor- 
08 ; 2 16 4 To területet (31. ábra! 
1 ia xiy na 
a. Bat 2-o-Sr T-— f/ 7 f ter a2 f et dg — 
16 (2 32 zt. 
LNN "Ez r Lj nya 
27. A lemniszkáta egyenlete: r—akycos 29 (30. ábra). Határozzuk meg — 7 [ e" — 1 (ettő EM ag d (23821) ey 
11 re Er 
a lemniszkáta e.7— -5 és 9-T polárszögek közé eső szektorterületét, 6 Jo 3 3 


71 
Csil 24 területegység. 


l 
sz -— (BT — 
7 (81 1) 


30. ábra 
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29. A kardioid polárkoordinátával megadott egyenlete: M. Egy Fascal-féle csigavonal polárkoordinátás egyenlete: 
r — 2(1--cos 9). r— 3c08 9714, 
nt s ; : At 
Határozzuk meg a 6150 és v,—— polárszögek által határolt szektorté Határozzuk meg a 91—Ü és 9,—— polárkoordináták által határolt szek- 
rületet (32. ábra! 4 3 


törtérületét (33. ábra)! 






fe (írcos gp 








32. ábra 
33. ábra 
ia nd 
1 " ] 
FT — — J ndo- [2(1— 05 gé d — 1 8 1 "ő 
29 ; Tz— fi adpz — f/ (cosp44jdo — 
nja if a [1 
— 2 f (142c050-4cős? g)dp uja 
j 14 7 (3 cos" p-H24 cos e-t lőjdg sz 
A 1-3 cos 29 ű : 
— 2 j erzese - [da — 
ü 1 Vá 1--cos 29 
3 sirt 2 7 ez 3 7 H2tcosg416] d — 
zz 2 [/7 472 5im 4 - —— — z ű 
2 4 ho 
1f4á 9. pa 
an mér I 2 9tsin2er24 sine] - 
3 m; si Tt TT . 
2 aT 81-t—g 7 kg 41 n 9 sin 37 ási x j 
3 K2 2 3 2 aa ga] 
ft .. 
— LR szg —na eL41--Ü 5 sz 5,68 területegység 
04 4 9 T 4 4 34-42 141t sz 10,7 4-097-710 4 — 22.07 területegység, 
242 16 


243 


mg TT nig 














58 
31. Határozzuk meg az r— —-—— egyenletű Cisszois 4.—— És €.m — 12.§ 6 l —24cost old — 
kádi 4 i A cas gy 
2 polárszögek általi határolt széktorterületét (34. ábrah. j 
na 
1 14 cos 2 
sz 125 J : E do — 
ni cast g I 2 
Y 
sin 2 
EL S 


A 


s 12, 








37 
18 —1g—-4—-—— 
ü 4 Bag za 4 





KV 3.3 n- 
fi sin 3 " 3 si 7 


Ú, 360 fi 
ss 125 11,73—]1, 574—— 1], 5 10785) Au 


táj 


3.85 területegység, 


ee si ee emma Aeeaek o edes sz kakalztkötttlanalkalalkttaii 


34. ábra 2. Ívhossz-számítás 


Ha az A és A pontokkal határolt AB vonaldarabba — például a 
45. ábrán látható módon — beírt poligon hosszának van felső 
hutára, akkor a vonaldarabot rektifikálhatónak mondjuk és 
a vonaldarab ívhossza ezen felső határral egyenlő. 


4 — cos gé 





I 








cos gp 


f8 
1 — 2 cos? gr cost e 
cost g 
njd 





Il 





35. ábra 
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Ha egy v— f(x) függvény az [a, 6] intervallumban folytonos 
és differenciálható, továbbá a diflerenciálhányadosa korlátos, 
akkor az. a és b abszcisszák által határolt vonaldarab ívhosszát az 


5- ÍVTEV d 


határozott integrál adja meg. 

Ha a görbe paraméteres egyenletrendszerrel adott, akkor a 
ft, És t. paraméterértékeknek megfelelő pontok közé eső görbe- 
darab ívhossza: 


És 
$- fi Vág p: dr. 
t 


1 
Ha a görbe egyenlete polárkoordinátákkal adott, akkor a 
(61; ri) és (92; rat pontok közé eső görbedarab ívhossza: 


ég 
s — f Vért 3t" do. 
Pa 


Gyakorló feladatok 


1. Határozzuk meg az y—x? függvény görbéjének az xiz1 és xs-d 
abszcisszájú pontjai által határolt ívének hosszúságát (Jó. ábra)! 


yzxS; y72x. 
4 
s f V1--(20! dx — 7? Az integrandust helyettesítéssel alakítjuk át: 
1 


1 1 
Legyen 2x—sh u, akkor ke sh u, és dx ch n du. A határokat csak 
jelöljük, és a visszaalakítás után helyettesítünk. 


Ha 1 1 Hz 
§ [— — — a kezi 
sz fYirara—ehuds —— f dé ndi 
Hi 


1 
1 őtch2a-] 1 
- — —— tf ch 24-41) du — 
- J 2 go) agmt d 
Hy Hi 


1 T5h 2w tegy 
sz — —— Tt H z 


1 
— [shh ir ch u 4- aj: — 
az ta s 


— ZRVTTÉJT- ar sh 2x]i . 
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36. ábra 





Tudjuk, hogy ar sh 2x — In (2x—-FGxYt 1], ezért 


1 KN 
sz 7 BYl rea lnlx FŐT — 

1 KERN KEN NN KN 
-7 f2-4K1F64--In(8--Y13-64)—2VI 74—In(21F154)] — 


— 7 B V65--In (8314 V65)—-2V5— In (24 KSH a 


az Ú25(8-805-4-In 16,05—2-224—1in d.24) sz 
sz 0,25(644-42,78—448—1 45) — 025(67,18—5,93) — 
— 025-6ól, 25 sz 4531 hosszúságegység. 


2. Határozzuk még az ysch x fügzgvény-görbe xs és x,—3 absz- 
cisszájú pontjai által határolt ívének hosszát (37. ábra)! 


yzchx; y5cs5hx. 


3 3 
3 f Fi-rshtxdx — Í ch x dx — IshxK — 
ü ú 


I 
azer 0-7 
—g 


7 hai 





sz lú hosszúságegység. 
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37, ábra 





hi 
3. Határozzuk meg az yzx! függvény görbéjének az xs2 és x.—4 
abszcisszájú pontjai által határolt ívének hosszúságát (38. ábra)! 





a 3 ti 
he. u" — 
Yy-7X b) gy a" 
: 
Ü F 
1 7 — 
a " ; b) j 
: — Vir Xx 7 9 
2 
47i JI 
-EVESÍT-srre-V- 
27 4 a 27 2 


fi ; 31.7—42.9) HA 
egyeni — 4  —- ki y zta 
ss (1000 V166. ri 2 


sz 556 hosszúságegység. 
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"? 38. ábra 


4. Határozzuk meg az x3-4-yt — 25 kör ívének hosszát az x.-Ű és 
x.— 5 abszcisszájú pontok áltai határolt szakasz felett (tehát az 5 sugarú 
negyedkör kerületét) (39. ábra). 


y? — 25—xt; y— V25— at; 


39. ábra 
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A 


5 Ve 8. JEEZ Az új határok x,—2, ezért nzVS; és x,—ű, ezért ts 37. 
sz J KG SETÉA J (25—x 

















- jun 25— 2 
Ü k87 ttdi haz t Phi 
. 5 Lo 5 ii J VE-TYE-t J gerián J né 
Írsz [Tee 7 km 
; -g 3 ő vi I GJ Va ; 
s - f [1-1] dt. 
; v r1—-] 
x 
— E arc 5in a] — St(arcsin 1—are sin Új) -z 
5 ho Mivel [t15-1, ezért 
rjá AT a — - 
— 5-5 .ni — : ; . £-] MR — - - 
7 [ 2 oj 7 gy hosszúságegység. s — [in Feri fő - VT in VEL 95 SL a 
14 1Ívs V374-1 í5-1 
Ez valóban az 5 egység sugarú negyedkör íve. 51 124 
5. Határozzuk meg az y—ln x függvény ívének hosszát az xi.—2 és az 6,1— in 71 2244in 334 az 
X.—6 abszcisszájú pontok által határolt szakaszon (40. ábra)! : : 
sz 3,86—1]n 5,1-4-In 7,1--in 1,24—1]n 3.24 sz 
yzlnx; y — 7 sz 3.856—1,631-1,96-0,215—1,17 — 3,23 hosszúságegység. 
KERN MEN ú. Határozzuk meg az yse"függvény görbéi — — i 
ű i 6 J . E az ye LUZEVEÉNY ZOIDCK x1—Ú és xs—3 abszcisz- 
V f xta4] 241 szájú i í 
$ f 16 dx a f V xv dx — f dé ű dx. szájú pontjai által határolt ívének hosszát (41. ábraX! 
: x ; ax: ; x 


3 
yzer; y ser; sz ÍVIFE7 dx. 
Helyettesítést aikalrnazunk : 3-1 — 23; így Ü 


1 1 
ra ü 





e l - 
x — Kr2—1 — (r2—1)8, ebből dx —(1—0) 2 dt — 
Hi £ it 
V:—1 
Jó. ábra 





4t. ábra 
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Ilyen alakú intégrandusra általános eljárást nem ismerünk: mivel azon. 





20-11 





















































; té az 20211 "2 V2-1 
ban tudjuk, hogy K1-shix —chu, a következő helyettesítéssel próbál- me. nzgzg 177 vi vizi sz 
1 
közünk: legyen e7—shu, vagyis x—Inshn és du — ah ch u, amiből 
19 
ch e sz 20-k , E NEL sz 18594 2 a EZ 
d dt. 2 21 2 24 2  21-041 
Az új határokat egyelőre csak jelöljük. Így 1 1.68 
úg ss 18.594 —1n5,3 ss 18,59-34--— — 18,59-HÓ 534 — 
chi u sh? 1-1 1 2 2 
xy — J h -f hu dus shut du s 
sh u 
jldti 99 at a — 1943 hosszúságegység. 
Ha 
— f shi uz dit 3. Í 5 de. 7. Határozzuk meg az yz]lnsin x függvény görbéje nt És 1 
41 ui 41 az abszcisszák általi határolt ívének hosszúságát (42. ábra), 
A második tag integrálja : ni3 Kin 
e i ra 
wz 1 du — Hi Ti s — J FIty:dx sz fi V:69 dx sz 
J shut J ENNEK du nő nő sinx 
Hi nm —25h— ch — n/2 
2 2 14.005 fi sín x co x-E0SÉ 
u — j 2 dx s J mik (y — 
ai 1 z n/6 "gin sir 
ch? — íg f 
: d [ th [ ni j 
— —  HH S . ú 
u u míg "MA 
th — 
ad! 2 
Így az eredeti integrál: 
5 ch? u 4 1] 
j du — lehutin[th—IT — 
shu Z [lui 
ti 
ssh: zt1— 6 [/ 
- [rdraztazm eszuánen HÉ 
2 VKsh:uH1-I u -ú5 
5 1 2-r41—1[ 
-— pesten] - 
20 Vér1t1] ; geln sink 
1 — 4731-1 . a 
— Fetr1- — 1 eriri veri 12 netet 42. ábra 
2 Veriri Z V64r1-I 


Zo2 


Most az RGin x) alakú integrandusra szokásos helyettesítést végezzük: 
XL 
Legyen r—ig 2" ékkoör 

x x 
2 tg — cost — 
. ,. X x 2 2 

sin x — 2 sin — cügs — — ———-- —— —  z 
2 sin: id Heüs td 
2 2 








2 tt — 
E 21 
sz —, sz — ii x sz Zarctót; 
. XX 1 
sin: — 
HI 
x 
tr SMN 
cos 7 
Fej l 
tehát É-2— - és dx — dt; 
et 14-i 1-- 6? 
h " akkor fs tg— sz tg 157 az 0268 
—  — ferj kuzin ezet J 
á x g" akkor 87 g 
h li kkor —t . ted5" — 1 
sz —, AakkKkül (— -—— E — a, 
ü xX 2 67 E 
Így tg 457 tg 457 
[j 
1-3 2 dt ig 5 1 
j J 27 rersái 7 J ag — ín táj 15" sr [a 7] gg3.— 
te LG tú 15 


268 
sz Ín1—]n 0268 — — In 0268 — -1]n ET e — 


z In 10-In 268 sz 23—0,986 — Í.314 hosszúságegység. 


8. Határozzuk meg az vy—in (x?— 1) függvény xi52 és x.—4 abszciszr- 
szájú pontjai által határolt ívének hosszúságát (43. ábra)! (Áz integrandus 
értelmezési tartománya Ix]5-1, tehát értelmezve van áz egész integrálási 
intervallumban.) 


d . 
s s ÍJ YI-6y?:dx. 
3 





1] 
ed. 
1 


x? — 


yz In(3—-1k y— 


254 






gelnxő-1) 


43. ábra 


4 —— —— 4 — —— — e. 
4x xt—2xt414 dx 
:- (Vesz ÍV 
J (x£ CH x ;: dx — 


(x1— 1 














4 —— -—- 
- f Kx!t2x311 d xi "x3-113 
FA ni x Pi 





V -TT 
xtI a 
3 — 
—4-2-2in[/---2in V — 
5 3 


l 5 3 
— 33 1n—: — — ——- — 
33 2-1 1n ő 


— 2-41n5-]n§9 s 2--1,61—2,2 — 


z L4l hosszúságegység. 


. Most paraméteres alakban adott függvények ívhosszának 
iszámitásával foglalkozunk. 


25 


9, Határozzuk meg a cikiois ívhosszát (44. ábraj! A ciklois paramé- 10. Határozzuk meg a negyedkör ívének hosszát (45. ábra) 


teres egyenletrendszére ; A kör paraméteres egyenletrendszere : 
x — a(r—sinth; y — a(l—cosr). XZrFCOSI; yzrsint,. 
3-4 F sz [r(—sin 1) írcosry — ri, 
y Xztt-sint) j j vk HMTtr cos 1) j 
g:a(f-cost) jr allt ni az 
3 J Krtdr:z f rdr — [ri] mp. 
ú A 2 





44. ábra 


A deriváltak és négyzeétösszegük ; 
x s a(l—cosí]; ysasnt. 
$1-4-y! — at(1—2costicost)tet sin 4 s 


— a —2a cos tat cost f— at sin! — 26 (1—cosÉh 
45. abra 





A határok: 0 és 2x (ugyanis t a körnek radiánban mért elfordulási 


szöge). 
Tt 


dm 
s: — f K2at(1—cosrjdt 5 ay2 j Fl— cos f et. 
(k Ld 
Valóban! A körön Ívhosszat úgy számítunk ki, hogy a közép- 


Az integrandust átalakítjuk, ugyanis jel h- 
B ponti szöget [esetünkben (r/2 szorozzuk a kör sugarával. 





1—c0st . 1 . . a. ! 
2 -. z sin? —, vagyis 1—c0s57 — 25in" —. 
7 2 2 11. Határozzuk meg a következő egyenletrendszerrel adott asztrois 
17 
02 h. ém [dm Ht-Ü és 47 paraméterértékekbhez tartozó pontjai által határolt ívének 
- — —- Ir" — e 
s 7 ay? fi Vi—cost dt — ay2 J 2 sin — dt hosszát (46. ábra), 
ü Ü 
I ax x-átcossi, pysősintr 
91 ÉÜü5 — 
— 9 J sin ) nr —7al - —e[ 7 A deriváltak négyzetösszege : 
Ü —- : - 
a j) Xx — 15c05$r(—sin if) ——15c0stfsinz; 
s — dalcos r— cos 0 ——4at—1—1) — Ba. y—-15sinti cos éz, 
256 I7 [ntégrálszármitás 
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46. ábra 





xpt — 225 (sin: f cost 12- sin! r cos! t) — 


— 225 sin! f cos? j(cos! ít-sin! t) — 225 510 t cost f. 


is mia 
s. f 225 sin! tcosztdt — 15 f sin ft c05 f dí — 
ű ú 





PA 
sz 75-75 — 5625. 


sintrit  I5í.R . 3 
sz 15 s — [sin2——sint 04 — 7,5.— — 
z la 3 4 


12. Határozzuk meg az xz2t; y— 36! paraméteres egyenletrendszerrel 
adott parabola r—2 és 1.— 5 paraméterértékekhez tartozó pontjai által 
határolt ívének hosszát (47. ábra). 


§ ki) ki 
sz fvRrjidiz Í Vár 368d—2 f VLAD dt. 
2 z F 


Az integrált helyettesítéssel alakítjuk át. 
l l 
Legyen 37-sh w; vagyis 1 sh u: ekkor d—- ch u du. 
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BT 234 T 67 ggg x "ba 
Az új integrálási határokat csak jelezzük: 
Mm 1 2, 
sz2 f KIEdss—chuduz — fett udi 
4 ar 
: 1--ch 34 
Mivel ch: u — ag ezért 
2 §1-peh2u 1, 1 h 2 
s 7 J 2 uz (1-- ch 2ujdu FL 2]. 
1 Hz 


Visszahelyettesítjük a f változót: 


u z arsh 3 — in (szt yot 1 
sh2x  Zshuchu 
r 2 


1 
s, — 7 nGra Vo DA 319 





— ghucha — shaV1-tsht a — 37V1-1 97, 


1 — —— 
-7 linC15--Y226)--154236—1n(6--V371—-6V37] e 
Ke 7 ún 304225 —1]n 12— 36) — ezt] ma 


sz 63,31 hosszúságegység. 


1 18992 
ez Fi (0,92-- 1891 — HEC 


di 250 


13. Határozzuk meg az xzit; y— 3? paraméteres egyenletű Neil-féle 
szernikubikus parabola í1.—i és (,— 3 paraméterértékekkel adott pontjai 
közt cső ívének hosszát (48. ábrá)! 


Y 





al s Bi ig § og § 





f2gd ás § 7 § § 


H 
II 


Z2t, yzsőr. 
B. bi a 
sz (Ver jdiz f Vár 36rtdr— f 2Y139r7 dr — 
1 1 li 
1 27 
- 5 fnrsösa 5 [1001 3], sz 


2 ; B ta 1tyga 
z sz (Ala 9ey] — (82V82—I0YI0) az 


2 
öt 27 742.6— 31,7) ss 526 hosszúságegység 


14. Egy parabola paraméteres egyenletrendszere : 
xz K2tt y- 2—-t. 
Határozzuk meg a 1p—1 és 11— 3 paraméterértékekhez tartozó pontjai által 
határolt ív hosszát (49. ábra)! 
xs 2y2r; P-—I. 


b. r.j 
§ sz ÍfV8ap dt — Í Vasa 1 dr. 
1 1 
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49. ábra 





Alkalmazzuk a shu— Vér helyettesítést, ekkor 
li ch u 
z —— Sh út és dt — — du. 
KS 


Az ivhossz: 


1" 
s Jseasmazgg [9 - 
V8 


1 §ch2ui1 1 fsh2u 
z — J : e du — —— t 
V8 s 2y8 
Az eredeti ( változót visszahelyettesítve: 
sh 2u 








z shuchuz VÉrVárit1; 





w — arsh VS r — in (V8r 3 VB 1). 
— gyz ETYÖGET rin(yB tTYBr14-1)]? — 
Hi 


- TF) GY KT31 In GYE V73)- VB VS —In(V3-- 15) sz 


z6l 


1 
Fi gya bőr bő Hiln(3-2,834-8,55)—8,5 — la (2,83-4- 39] As 
8 


l 
8 





1 
ra—— (64,17-In 292) az 


1 1705 
m—é [6841 j - 
28 583) 2y8 
65,17 


1 : 
sz mszem (641 --LÖ7) ss —— sv 115 hosszúságegység. 
2y8 5,605 


15. Határozzuk meg az alábbi paraméteres egyenletrendszerrel adott 
n R 
függvény görbéjének a f, — 7 és 44 7 paraméterértékekhez tartozó 
püntök közé eső Ívének hosszúságát (50. ábra)! 


xafsiníi; ysfcost, 


xzösinf4á-íicozíi; yos 005f—tf sin. 


50. ábra 





A két derivált hégyzetösszepge 
tj — (sin ttr cost ícos r— it sin tt — 


s sin? rt 2r sin F cos rt cost £-- cos! 1— 27 sin £ cos f 1-f sin! f — 


sz 1, 
za ala 

s — T VETF ai — J VTER at, 
sit zi 
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A t—shu helyettesítéssel, figyelembe véve, hogy ekkor dírsch u du, 


úg a 
sz Í Yi shtuchudu — f dtudi 
ul ! 1 








ch 24-11 1 ísh2u Tr 

e. J ES du z — li 

2 2 2 WI 
Hi 
Mivel 

sh 24 — — 

a sh u ch u — Vr! 1, és u — arsht — InírrVrt-1), 
ezért 


b. 
15 -erPa atni ért] 


límijm É VE ) mr dig [z Fé Jj 
— — f— [ —- — — —— V —31—-—Inf— 4 § —--18T. 
[E] "jsstttel us Mérvuiáe Ieertl JÉT-E 4 j 16 


Behelyettesítve a az 1.05 és 2 az 0785 közelítő értékeket, a keresett 


ívhossz: 
fsz — 105 KLO5"4-1--in (1,05-4-Y1,055- 1)— 
—0,785 VO,78511-1 - a (0,785-4 KO,7852- ÚJ ss 
az 0 SILOSY1.1-41 --In(1,05--V1,1--1)— 
— 0785 VO,62 4 1—1n €0,785- FO, 62-41) — 
— os [1.05 YZ1--m(1,053- V2,19—0,785 VK 1,62 — 
—In (9.785 VL62)I ss 0,5(1,52-HIn 2,5—0,996 — In 2055) — 
— 05 [0524 in 20s3) as 0,5(0,524-- In 1.22) ss 0,5(0,524-- 0.2) Fa 
z 0362 hosszúságegység. 
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kó. Határozzuk meg az archimedesi spirális ivhosszát a 9,—0, o. 1 
határok között (51. ábra)! 


r-ap; reg. 
: ERR HR : BR 
35 ÍVsap de - Í Varga dg za f Vőt--1 de. 
ü ü 1 


A gyökjel alatti mennyiséget helyettesítéssel alakítjuk át. 





51. ábra 


Legyen —sh E; ekkor ei-ti — sh" r14-1 — echt, és dozch f dt. 
A határok kiszámítása: ha 9.0, akkor /.—Ü; ha 95— 1, akkor 














3. ai 
1! —sh i, — e edzel, Zeta — etre d efa 9-1 — 0; 
ity4ár4  2I2F2 ki 
es — 22Y444 — 2E2Y2 - 1-2; 8 — 0, EE. 
2 2 
er — 1—y2 a valás számok körében nem oldható meg. Tehát 
0 58 0.83 
; " ch2r-1 sh2r 77088 
sza f erdt— a S ar al 4] ke 
Z d Z Jú 
b ü 
sh1,76 ela g71m 
z d [ 40 44—0I — a [—7— 04 e] 
4 8 
1 
v8—eg 5.8--0,172 
szú —g t044 ma (To) - 
5.628 
. a( B 044) — a(0,7035--0,44) — 1,1435a ss 1,1da. 


Z64 


Legyen a— 10, vagyis r— lg; akkor 
1 
sz (KTF do s 11410 — 114 hosszúságegység. 
ü 
17. Határozzuk meg az r—2e pg egyenletű logaritmikus spirális Ívhosz- 
n 
szát, ha Úsz 927 (52. ábra). 





52. ábra 
r—-deéét, r—áer, 
nö nö xő 
sz f Ver dp— ff Vaerr366r d — f VáDetTdy z 


ű Ü Ü 


b gi. 


— —— Te? 7 40? 
z Va f erdo v[5] VB ő ga 
ü 


Bő e (els e1) ar E (4,8—1) sz 8. 


Fi 77 
18. Határozzuk meg adott hiperbolikus spirális n-T ÉS 84—-— polár- 


szögek által határolt ívének hosszúságát (53. ábra)! A hiperbolikus spirális I 
polárkóordinátás egyenlete : 


LNN. Hl 
bm? dni 
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533. ábra 
míg niű Tt L 
nÍZ xia y e" 


xriz 


ll 
— § f — Vgt-r 1 de. 
p: 


xig 


Legyen 9—sh u; tekintetbe véve, hogy deo—ch s du (arról, hogy a hatá- 
rokat 15 átszárnítjauk-é 4-ra, vagy pedig visszahelyettesítjük a e változót, 
később döntünk), az ívhossz: 


HL TT h"a-kI 
res [ő dude [DDE 


-s ff 


Behelyettesítjük a határokat: ha nz akkor 








ze — 5[4—cth uj , 


vm — arshe — In (g-t Ve2--1) — 


z In EV sz In (1,054- K1,05t-- 1) öz 


sz In (1.055-Y1141) — In(1,054Y21) sz 
sz In (1,05--1,49) — In 2.5 sz 091, 
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ha 97 akkor 


7 zt tt 
uz ar She sz aza) b) 41) asz 
ss In (1,574-VLST-41) az In(1,57--Y3.46) az 
sz In (1,57--1,86) — Ín 3.43 ar 1,23. 
Az u-ra kapott értékeket behelyettesítjük : 
s — 5í[v—cth elési — 5(1,23—cth 1,23—0,91 4-cth 0.91). 
További részletszámítások : 


espe-ttt — 342-40,292 3.712 
eth 123 — 5 — — nm s 5 ss 119; 
elnangaa 5 3 42— 0292 312 


Me eg 2 48-0,404 2884 


új — — .——- mA —— 
eh sk e sz gzsai 548004 20767 





sz 1,38. 


s — 5(0,32—1,19-4-1,38) — 5(1,70—1,19) — 2,55 hosszúságegység. 


19. Határozzuk meg az r—2(1-4-cos e) egyenletű kardioid wg,::0 és 
01 ni polárszögekhez tartozó pontok által határolt ívének hosszát 
(54. ábra)! 


r—- 2(1-ttcosoey f5-—-2smg. 





faglfrons 
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Először az integrandus gyökjel alatti részét határozzuk meg; 
r- 1 — [2(1--c05 9) P--1—2 5in gy — 
z 4(142cos 9-1 cost a)--d sin! pp — 
— 4-48cos ptá cos! p-h4 sin" a — 8(1-kcos e). 


xíi ni 
1- [ Krad f VS(lrcosg)dp 
ír ü 
o xf2 
- 2É2 f VI4cosg dg. 
ú 


Mivel 2 z 17cös g, ezért 


ník 


—— xi8 
sz 2y2 f Vasa - 4 f ch5-dp 
Ü Ü 
7 - 


xy: e!" 
- 851] — gshf gb 
2Í. 4 2 


de] d 


- -8 
z 4(et—e sz 


1 
az die ge TB] aA 29-53) az 6936 hosszúságégység. 


3. Forgástestek felszíne 


Csak olyan felületek felszínének meghatározásával foglalko- 
zunk, amelyek valamilyen folytonos y—f(x) görbe X-tengely 
körüli forgatásával vagy x—egíy) görbe F-tengely körüli for- 
gatásával keletkeznek. 

Ha egy folytonos függvény görbéje valamely [a, 5] szakaszon 
rektifikálható, akkor az X-, 31. Y-tengely körüli forgatásával kap- 
ható forgásfelületnek (vagyis a forgástest palástjának) a felszíne 
is meghatározható. 

Ha az y—f(x) függvény görbéjének X-tengely körüli forga- 
tásával keletkező forgástest palástjának felszínét akarjuk kiszá- 
mitani az a, b határok között, akkor az alábbi határozott integ- 
rál értékeként kapjuk meg: 


b 
F.(a, b) — 2 Í yVirjdk. 
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Ha a forgástengely az Y-tengely és a szakasz végpontja 
yz A és y— B, akkor a palást felszíne 


B 
F(A,B)—2m f xVirx?dp, 
1 


ahol x az yf(x) függvény inverze, vagyis x—f 4y)-günk 
. ,. dx 
valamint x 7gy (55. ábra). 


55. ábra 





Ha a függvény paraméteres alakban adott, akkor a ty) és t, 
paramétereknek megfelelő pontok által határolt görbe X-ten- 
gely körüli forgatásából adódó forgástest palástjának felszíne 


Ín 


Fela t)— 27 Í POVZDT JEG dt. 
Gyakorló feladatok 


1. Határozzuk meg az y — K25— x? félkör forgatásával keletkező gömb 
felszínét (56. ábra)! Az integrálás határai —5 és 5. 





1 -L 
y — —(25—x) "(—2)—-—— . 
Z K25—x: 
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FE KEtB 56. ábra 
eg 





Hi e 
MANNY xi 
—2 25 - Vi dx — 
F- 2n Ív x KÉTET x 
-5 
5 Mme ee EE 
z 2x f V25—xő pré dx — l0z[x]£s — 1007 területegység. 
—b 


Az r— 5 egység sugarú gömb felszíne valóban F—drőxs 1007. 


2. Határozzuk meg az y—2Yx parabola X-tengely körüli forgatásakor 
keletkező forgási naraboloid felszínét, ha az ív két végpontjának absz- 
cisszája 0 és 4 (57. ábraH! 


1 
ax tel 


Vx 


az integrandus 
MERRE - ] . 
yY14y? — 2yz [ 14— a 2/xr1. 
x 
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57. ábra 





A forgásfelület felszíne: 


d hi 1 
— — tt] 
F — in f 2yxrldx—4n JI 6-D "dx 4m ee" [/ 
1) ü 


- len? 1] (7) - 


z 7 6V5-I1 Da 





3 (s. .- 2.24-—1) sz 85,5 területegység. 


xt yi , he 
3. Határozzuk meg az e; —- 1 ellipszis x170; x.—3 abszcisszájú 


pontjai által határolt ívének .X-tengely körüli forgatásakor keletkező for- 
gásfelület felszínét! 
Először az implicit alakban adott függvényt explicit alakra hozzuk: 


.— 4 15]-50-s 

y — új — úg r 
2 

y-377V9-x 
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Az X-tengely feletti elliípszisív egyenlete : 
9 NR 
— — F9—x, 
a 19-a 
A derivált: 


32 1 - 1 —2x 
ya Zm9—ggy T(—29- —— S. 
3 2 349—a 





A felszín: 


ay ir 4x? 
- F-n [3 V9—x? — 
tsz 
Hj ———— — —— ha. MERRE 
dr 4 án 5 
-£ f Vo-erlna Ef Vet 
ű j 
4 ENNNNZZNZETT BENN 
b 9 


5x , . e A 9 
Legyen gy sz sin u, vagyis x — — sin u; dx — — c08 Hú du. 
5 


Az új határokat wy-gyel, ill. 4,-vel jelöljük. 


rű 
Fan fNTZSTK good E fond 
5 


Hi 





3jőrx 1-4 cos 24 L3x sin —]. 
 -—— f öemermeenne g-t — Fw- 
VS u 2 VS 2 


Kiszámiítjuk u, és 42 értékét, majd behelyettesítünk : 


Hp 


— 


5 
ha xi — 0, akkor u — arc sin 9" — Ű; 


.— 
I 


. § , 224 
ha x. — 3, akkor u, — arcsin gy sz Arc sin HE si Au 


szarc sin Ü 7548, 5-0 01745-0, 544 (radián). 
sin 24 — sin 0—Ú; 


sin 2ús — sin 2-48,5" — sm 997 — sin 83" — 099, 


212 


18 
p — BB ( 099 


v5 ú 844228 0] sz 25,2(00.844--0,495) — 
5 
sz 75.2.1,339 zzz 338 területegység. 
A felületdarab felszíne tehát 33,8 területegység. 
4. Határozzuk meg az y—ch x függvény OSxz3 abszcisszákkal meg- 
határozott Ívének X-tengely körüli forgatásakor keletkező fotgástest pa- 
lástjának felszínét! 


yzehx; ya-shx. 
1 KN § 
F—- 2m f chxF1-tshtxdx — 27 f chtx dx — 
0 0 


; foz a ef 
sz o AT —————— sz 
; 2" 2 





! 
400——— 


shó A4— e" 400 


sz 3.14-103 sz 324. 
A felszín tehát 324 területegység. 


5. Határozzuk meg az ys3r parabola x,—0 és x.—5 abszcisszájú 
pontiai által határolt Ívének az X-tengely körüli forgatásakor keletkező 
felület felszínét! 


yz3x3; y—92t, 
B KN ij NNNNA 
Fe2n ÍgyirFide— 27 f 38VI3-81x dx. 
ú új 


Az integrandus átalakítható úgy, hogy a gyökös tényező szorzója 
éppen a gyökjel alatti kifejezés deriváltja legyen, tehát fr Ff"0) alakúvá: 


B 
JezZzdaő  —— Z 
Fz5.-2 Ja l lat dr — 
ir 324 K1-Blaxatdx 


3 217 
a. ms SzáL Bt F dx az [81205 4] Az 
LJ 
3.14-11,4-10 
mg gagyi z 2 422570 IRNZNNN ENNE 
31 92 81 ) 5 81 
sz4 42-10" területegység. 


18 Integrálszámítás 
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6. Határozzuk meg az vy— a" parabola y,—Ű és y.— 4 ördinátájú pontjai 
által határolt ívének az r-tengely körüli forgatásával keletkező forgás- 


felszint! 
Ha a görbét az F-tengely körül forgatjuk, akkor ismernünk kell x-et 


mint az y függvényét, ugyanis 


4 
F, — 2m f X(GHYVL-Ha Hy) dy. 
0 


Mivel y — xi, ezért x — FKy; xx — — — —y mm — . 
gy 2 2yy 


Megjegyzés: Az y-x? Tüggvény inverz kapcsolatban 
xztVy. A függvény kétértékű és szimmetrikus az Y-ten- 
gelyre. Mi most a pozítív X-tengely feletti ívet forgatjuk az 
Y-tengely körül, ennek egyenlete x — Fy. Ha a negatív X-ten- 
gely feletti ívet forgatnánk az F-tengely körül, akkor x — — Vy 
lenne, és a felszín számértékének mínusz egyszeresét kapnánk, 
énneék abszolút értéke lenne a keresett felszín. 


sVE-VEDI 
03 4 41 
A második tag értéke az elsőhöz képest kicsi, valamint figyelembe véve, 


4.) 
eg 


Hő dr: 8, 
3 





V76 s 8,7 a keresett felszin: 





ss 36,5 területegység. 
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7. Határozzuk meg az y—x? parabola x.—0 és xs—d a jú 
pontjai által határolt Ívének az 4-tengély körüli forgatásával keletkező 


forgásfelületét! 
y7-2x. 
: S 4 KN 
F.7-2n Í yYtay:dx— 2x f eyit ád, 
ü ú 
A gyöükös tényezőt racionálissá alakíthatjuk, ha a 2x—sh u helyettesi- 


sh 
tést használjuk: legyen x—— ; ekkor dx—— ch uz dít és 


fshiw — I 
F.-2n (  ÉVTT ANGT ehüdi 


3n 
sz: TJ adu Ef 4 shh: a ch? u du — 
Hi j Lui Ő 





a 


hul Hy 
h 44—1 há] 
-zf munk fd étzütástót Yi Ti 
16 16 2 s] 4 
Hg Hi 


Most kiszámíthatjuk az 4 és Hz határok értékét: sh u—2rx, tehát u4— 
s arsh2x — In (2x-H Fáó Ik; ha x—0, akkor u—1n1—0, ha x—4, 
akkor w — In (8-- V65). 


Hz 


Tehát 
IT 1 5— I ar Eg hb) in(8-r Kös) 
F, - 1 ul —— 1 u mz 
szi a a 32L 8 6 
16 LL 
iz xz fh escew ini6 gr 161 né 1-1 
mm f — e he ama - —— §f —— — — sr 
ni s "o al g 8 
nr 16 lg mió 
sz — F—— — In161— xi — ———— 
5 ( 8 ) (e 32 J 


sz r161— 2Sórrz 805 területegység. 
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8. Határozzuk még az y—lnx függvény y7-l1l és y.—2 ordinátájú 
pontjai által határolt ívének az F-tengely körüli forgatásával keletkező 


forgástelületét! 
y-lúx; xze. 


Fi 
KERN dx 
F, 72 f xYtrxödy, ahol xz-e és --e. 
i 


ú 
F, — 2n Í eVY1-te dy. 
1 
Legyen €? —sh u, akkor e7 dyzch u du. 


Hg lel 
F,-2n Í FÜ-sht auch udu — 2x f ei udu — 


ug ul! 


Ha ir 
ch 24711 sh 24 íz 
-2z f ké damn f cnzarDda— ze] 2 va] 
d! Wi 


03 íg 








A határokat fejezzük ki u-ban! Mivet e7—sbhun, ezért uw—mars5her— 


z In(e3 veri 1): 71, tehát re — In (et Ve? 3-1) as In (2,72-7-2,9) — 
z]n 5 ö2sr:1,73 és va— 2, vagyis 


úg sz In (e21- Yet 1) ss In(7 43 Y52-1-1) ss In(7.41-7,3) sz 2,69. 


ely o gi Ül 
pa [Eat e 


4 1.7a 
tt — sut rö — ti 
— S e 269 13] m 
4 
- - 13 
s x [/ en 4269-2 vi -173] eg 


sat n(54.5-t269—8—1,73) — 47 dőn s: 148 területegység. 


9. Határozzuk meg a cikloisív X-tengely körüli forgatásakor keletkező 
forgásfelület felszínét. Mint tudjuk, az Ív két végpontjához tartozó para- 
méterértékek : 4 —0 és tss2rm (58. ábra). 
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F r-aít-sintb 
xají-össi 
29 psi 7 


538. ábra 





A ciklois paraméteres egyenletrendszere: 
x — a(r—sinr); y— a(l—cosrhk 
x s aíl—cost), y5-asini; 
xXt- pt — a3(1—2 cos rt-costr)-Hat sini : — 
s gt— 2a cos f-atícos r-t sin f) — 333— Hő cos! — 
— 2at(1—cosf 


[ 


F, m2n f a(1—cosr) V2at1—cosr) dt — 
ü 


NN a 
— 2y2nat f (1—cosr)? dt, 
1 
Mivel 
1—cosi 2 sin 
7 , 
ezért 
ön a úg 
— . tja Í 
FF. - Íme f K2 £ sm 7) dt s önd J sin? dt. 
Ü ú 
Az integrandust átalakítjuk ; 
sin — sint— sin £ sz 11— cost k sin — 
2 2 37 2 2 


. í I . 1 
— sm — — cos! — sin—- . 
2 2 
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3x 


Ég 
Í f f f 
F — mat f Si FI dt — sra f [is 7 cos 7 sin 7) dt - 


z önt 20054 cost - "a 
c 2 3 2 le 


2 2 
z Bra [/250554— costz420050— cost 0) — 


2 2 B 6ám 
a Bnath12— 6 32-i — 8xa1— — ag. 
mat zt 5] 3 a" 


10. Legyen egy kör paraméteres egyenletrendszere : 
xzőcosi; yzősint. 


Határozzuk meg az X-tengely feletti félkörív X-tengely körüli forgatása- 
kor keletkező gömb felszínét! 
A félkörív határpontjaihoz tartozó paraméterértékek : 
rnzüÜ; fer 
Ég 
F.z2n Í vyVRzgdt. 
Ég 


Xz-ősiníi; ys-őcost, 


24 pt sz 3ú sin: £1- 36 cos! F — 36. 
Hm he 
F-2n f ősinr-6dt — 72n f sinrdt — 72m[—cosr — 
ú Ú 


s 72Zx(l-t-h) — 144rx. 


Valóban a 6 egység sugarú gömb felszíne F — dzr:36 — 144z terület- 
Egység. 
II. Határozzuk meg a f.—Ü és a paraméterértékekkel határolt 


asztrolsív X-tengely körüli forgatásával kapott forgásfelület felszínét! 
Az asztróis paraméteres egyenletrendszere : 


xzacosr.; sast 
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A deriváltak : 
x — 3a com t(—sin t) — —3a cost f sin f; 
$p—3a sin! f cos f. 
Xap — Jatícost r sin? f3-sint t cost r) — 


— üg? sin: t cos? r (cost r-tsin! 2) — 9at sin! ! cos? r. 
niz ni2 








F. s 2it f a sin tr Kda sin: r cost r dt sz 2n 3a? f sínt r cos fd. 
Ü ú 
sin" 1 6dm Hi 
F, ban haz sin" —— sin? 0) — 
7 te [57] 1 75 leső] 
óat mr 61 nm 








1—űü. — területegysé 
5 ( s 5 ületegység. 


12. Határozzuk még az x—cos 2t, y—sin ( paraméteres egyenlétrénd- 
Tr - , 
szerrel adott görbe /1—Ű és 4-7 paraméterértékekhez tartozó pontjai 


által határolt ívének az X-tengely körüli forgatásakor keletkező lorgástest 
palástjának felszínét (59. ábra)! 


xzcos 2i,; y—Ssint. 


X:—2smői; P-cost. 


59. ábra 
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xi xi 
F,-2n ( vVsajtd—2n f/ sinryá sin? 214 cost dt. 
Ü Ép 


A gyökjel alatti kifejezést átalakítjuk : 


4 sin! 21--cos? ( s d-dsin? rt cos! r-t-costz — cos! r (16 sin? r1- 11. 


rá 
F.—-—2m f sin / cos rV16 sin: 11-i di — 
Ű 


xjá 
1) 32 sín ! cos f(16 sin: rt 1) 7 dt. 


Az integrandus ffírdf tr) alakú, ezért 


kj TT 
Erd lósíntf-k]liz: da 7 1 
F.a fe fe E [E 2 [11 





16 3 34 


a 
J-esnr] - 
úr 


54 (27— 1) — FYI E sg 3.4 területegység. 


13. Tekintsük az x—5cost, y—d sin ft egyenletrendszerrel megadott 
it 
ellipszisnek a r—Ü és h- paramétéerértékekhez tartozó két pontját. 


Forgassuk meg a két pont közötti Ívét az X-téngely körül és számítsuk ki 
az így keletkezett forgásfelület területét! 


xz5őcosr; yzdsint, 
x5-—Ssint; $5-4cost. 


niz niz 
sz Zn Í vyFist jedi da f 4AsintY25 sin! rt 16 cos: (dt — 
ü Új 


méz 
— ön J sin t K2S(1— cos? 1) 416 cos? dt — 
ü 





ótttttllllNANNENNE éle — f3cosrtó 
- sz f sin y2SZg cost tdt — 8 f s sine 1-( z J a 
ún ő 
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3 
Most legyen u 205, ekkor du 7-7 sin rdt. Ennek megfelelően 


alakítjuk át az integrandust. 


Faso) f eV 


ÜK) 
2 ca úg — a? du. 


Isrnét helyettesítünk. Legyen uw— sin z, ekkor du— cos z dz. 





200K TF 
F.2-— f VI símzcoszdz — 


Tt 


ks agür F" cos Zz-ti] 
2 cosszdz am [tt 


71 Z1 


in 
— 








. 1007 100-t Fsin 22 jú 
3 -Z 


- 5 f esztnen 8] ; 


£] 
100 
— ——— [sm cos z-Hzjft . 
3 l1 
. . 3 
z s afcsint s arc sin — cos t, 
, 3 . . 

ha t—ű, akkor cos r— 1 és 747— arc sin ri z— arc sin 0 ő s0,645 (radián); 


3 V 9 4 
sin 2, — ri ÉS €05 74 — legs 


Tt . . 
ha 7 akkor cos r—Ű, z.— arc sin 07 0; sin zsszŰ, cos 24— 1. 


100 
s 40 a 10645] - t 7 lásre 645) - 
"§ [55 
1007 1125 
- keri (0,48 --0,645) — E se 118 területegység. 
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14. Határozzuk meg az x—2f?, y—3t--1 paraméteres egyenletrendszer- 
rel adott parabola 11— 1 és 1, —3 paraméterértékekhez tartozó pontjai által 
határolt Ívének X-tengely körüli forgatásakor keletkező felület felszínét! 


x— Mi; yz 3r--1. 


a si 
EF, -2x f vYaajtdt— 2 f rr DV16?19 dt — 
1 1 


Ki ú 
— 2 f gtry1éP rö dta2x f V16t39dt— 14. 
1 1 


A két integrált külön-külön számítjuk ki. 


1 


a a 
67 1 
n 72 ( gvierrrőg 77 f JAG T9JT dt — 
il 1 
3zt2 dő [/ Tr MEN MEN 
——h— (tőrt 9) tr] — —(Vi53-V25) — 
elT ye] gy K252) 


x: 1773 


sz 695. 





- a Ú53/153— 125) as -a 153-12.4— 125) 5 


5 F.j 
NN 16" 
h-2n f YiGSTSa— 2n [3 tldt. 
1 1 


Ar 
A 7 s sah xk függvényt helyettesítjük. 





3 3 
z —shu; dt — — ch u du. 
4 4 
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Az új határokat csak jelöljük : 
Ke 3 Og 7 
f, — én J Fstéutk-T eh írd 7 f ch! u du - 
ug Hi 


on A ch2ut-i ún 
z - 5 7-7 J ch2x--1)du — 
2 F. a JA ) 


haj ! HI 





ú h 2ú u 9 
as kádi fs val "sz Z fish ée ch ar -t ügjés , 
wa 4 : 


4 Z 
Mivel u—arsh : t- ln 2 Végi 
ivel 4— ars zt 3 9 


4 ve 4 5 4 5 
a-n[t a r1J-elzrJ esen: sh 4, — gy huseg 


1. — 3-ra pedig u, — In(4--.Y16-H1) sz In 8,12 ss 2.1; sház — 4; ch uz — 
— FI7 ss 412. 


, tehát r, — I-re 








97 Úr —— d 5 
1 — Fi Ísh a ch 4-b ulti —- Fi 4-VTT 21-57-11] Az 


sz 7 06(16,5421—2,22—1,1) — 706(18,6—3,32) — 
— 7 06-1528 sz 108. 

Így a keresett felszín . 
F. — [1 — 695108 — 803 területegység. 

15. Határozzuk még az x—3rt, y— 4! egyenletrendszerrel adott görbe 
f.—0 és 1e— 1 paramétéerértékekkel meghatározott ívének X-tengely körüli 
forgatásakor keletkező forgásfelület felszínét (60. ábra)! 

xzip; yzárt 
X-ótr; pP—12n, 
1 1 
F, z2x Í ya dt — 2 [ AGY 364 Táti dit — 
ő ü 
1 


— 48z f GY1r 40 dt. 
Ü 
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60. ábra 





l 1 
Legyén 27 — shuw; ! — shut; di — 7 eb un du. Ekkor 


"1 — 1 
F. 7 48z (7 shtuV1rshiu-— ch adu z 


Hz 


37 Fe HT ké 
7 f shó u chi edu 7 J 4shtueht usht udu — 


új Hi 
3 
-T fJ sh? 24 sh? u du, 


Áitérünk az exponeneiális alakra, elvégezzük a kijelölt műveleteket és 
megyét 


— ja it! 
TEJET e 
"8 
41 


ja Mese geett et ö2 er 
—a — S er du — 
8 4 4 


La ! 
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Sz 
— 18 f ten özget geo gett ag 4— de tp ett geg pe dai — 


Hy 


— 8 a (etc 2zet cet r4— ele e du — 





mel 





Ír e "tetu ez 4.4 ge ze e" Hz 
"asl6 a 2" 2: 4 F] j 


Hi 


3r 
— 128712 12 


——— [267 —őettö bet" T-48z-t Bebe elet. 
Mivel 231—sh u, ezért u—ar sh 21—in (rt Vár: 4-1); 
ha /.— 0, akkor g.—in1—0ü; 


ha 71, akkor ús — In (23-V5) sz In(2--2.24) — ln 4.24 az 144. 


F.. — sz [22-V5y- — 021 V5) —6(21V5) 48.144 


6— e a EL 
1.5 Ad all v-EG 4) u P.E 3 hi 


-2466-0-6- 6-2] . 
Részletszámítások: (2-EKSY es d248 ez 5800: (2-EVSY ar do 24 as 325; 


1 1 pi 


F.z z13 (2 5800—6.325—6-18--48-1,44) a 


(21 YSY s 424 1 


sz 0,0061(11600— 1950— 108 -4-69,2) — 
— 0 0061(11669,2—2058) sz 0,0061(11670—2058) — 


z 0 0061-9612 as 585 területegység. 
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16. Légyen adott az x—sht, y—ch r függvény. Forgassuk a 4170 és 
1h—3 paraméterértékekhez tartozó pontjai által határolt ívét az 4X-ten- 
gely körül! Határozzuk meg az Így keletkező forgásfelület felszínét (ól. 
ábra)! 


xzshr: y—chó 


£—chr; y5she 





B. 
en tanya 
ri 

a 


n it 4 
tl El átlát WE EN 
ET eye segg inggel hez sam 
" a a. 
mo 











mm 





Éj 
mm. E 


ml aga ei 25 jul 
Cin apa" ci 
ete [ÉS AOT vág. Elflai MErl 


mié f 
Él] 
a 1 









Hi 
li 





ezét 


ől. ábra 


s g 
F, —- Ön Í yVx ii dt sz 2n f chryett rt-shi r dt — 
Ü ű 


3 
a 2m f ehrVir2sherdt. 
Új 
Legyen u—F2shr, du— Y2 ch rdr. Így 


a úg 
— MERRE 2 ————- 
FT f vinnyisitia- 5 f KT du. 
V2; V2 a 
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Újabb helyettesítéssel az irracionális integrandust átalakítjuk shz és 
ch z raciónális kifejezésévé, 


uzshz; duzchzdz. 


ÉT FERT ZT me 
F. zs — J FKi-tshizchz dz — — fi ch: 2 dz — 
2 Fil V2 e" 


3 ch 27--1 Fi mi 
— —— iz f ehztDdz z 
V2g 





id 2 
sh 27 z 
-— I tz[- E hzehz tg. 
K2 2 z 2 : 


Most meghatározzuk z, és z, értékét. Az eredeti határok: 7-0 és 473. 

Mivel  uzV2shz, ezért  azF2s5h0—ú és 424-j25h3— 
— V2 raer az (20-23) aa JOK2 az 141 
2 2 20) dl 


wszshz; ebből 2—ar sh —]n (u-t Vu 1), 
ezért z5ln1-0 és z. — InÍI0V2-HF2Ol)a IN 202 az Ín 282 az 3.34. 








F. s — shzchzez — Mlle É 32 1 3.ad ú 
2 V2I 2 ;, 
shő 65 BB 2 2 4,ő8 
V2 v3 2 


7541— —— ] 
750 3.14-1,41 .. 
——— 133 ————— 190 84 az 422 területegység. 


2 


[§ 
Hán 
ee ee] 
II 


4. Súlyponészámítás 


Az y-f(x) egyenlettel megadható görbe a és 5 abszcisszájú 
pontok által határolt ívének súlypontját Sí(x., Y.)-sel jelölve, 


b br 
J xvaryidk ÍS YT dx 
XS mr, Iz mm 
f Kitry:dx ÍvVtEy dx 
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Ha egy sik lemezt határoló vonalak; az vy—fíx) függvény 
görbéje, az a és b abszcisszájú pontokhoz tartozó ordináták, vala- 
mint az 4£-tengely, akkor a lemez F. súlypontjának koordi- 
nátái : 


f gya Lf dx 
Xs Ég a És y, 5 —ee 
f ydx Í yadx 


Ha az y— f(x) függvény görbéjét az X-tengely körül forgatjuk, 
akkor egy olyan forgásfelületet kapunk, amely által határolt 
forgástest súlypontja a szimmetria miatt az X-tengelyre esik, 
tehát y.—0. A súlypont abszcisszája : 


b 


J xy" dx 


x 5 . 

jJ j dx 

[7] 
Gyakortó feladatok 
1, Határozzuk meg a negyedkörív súlypontját (62. ábraj! 

: l -.. —x 
— Frt—x? — (r1—xő)t; yo s a (rim xi) § (—2x)— ——— . 
1 Vrt— ax 


ő2. ábra 
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Az integrálás határai: Ú és Fr. Az egyes integrálokat külön-külön szá- 
mitjuk ki. 





r F 
; x: 
JV ds f-]) l -k : dx - 
rox 
6 d 


r 


r? — KÓ KA 
ÍV ae [et 
ú r-x 


sz [—rYKr2—xé]G — 01-rt z F2, 


f 1 
[ezt 
Ér 7" KH 


(0 Xx r . . F7t 
— [[dosm b] — p(arcsin 1—arcsin ú) gs 
F ha 





F 
TT Jüdk 
J 1 4-vyidrx Í 


A súlypont abszcisszája tehát: 


r 
f xFKitvtdx 
ű r: 


X, 5 ——— — — sz A 


2 
r rt 
f KLt-y? dx KI 
[4] 
; s, GYEN . ; 2r 
Á szimmetria miatt a súlypont ordinátája is ennyi, vagyis y,—— , 
ir 


2. Határozzuk meg az y—x?! függvény Üsxzs3 szakasz felett levő 
ívének súlypontját (63. ábrad! Először most a nevező értékét határozzuk 
meg: 


3 Hi 
f Ya: dxz Í TEJE dx. 
Ü ük 


Az inftegrandust helyettesítéssel alakítjuk át. 


hr 
2x — shi; 2dx —chidti; dx — —ét. 


16 Integrálszámítás 389 


A súlypont koordinátáinak kiszámításához még két integrál értékét 
91 öö vem kell kiszámítanunk. Az egyik 





3 a H 1 
fxY1-y?dr— fxVitdidk z f xx? ak. 
Úk ű G 




















I 
t 
k 
1 
1 
ex 
I 
] Az integrandus könnyen "(xy Cr) alakúvá alakítható: 
i 
LF a I 2 a 
ri f $x(1--4x?)" dx — 2 la ra), s 
; 1) 
; 
: l .  — 224 
— —(V37—1) sz — a: 1865. 
IZ V/ ) 12 
2 f 63. ábra A másik szükséges integrál: 
3 ma a mm 
Az új határokat csak jelöljük. f yFil-ytdxz feri 7 áxi dx. 
 —— a —. . chi ú u 
j VI 48 dx — f Y1--sh:r 2 dt — 
ü 11 Az integrált helyettesítéssel számítjuk ki: 
chi 
a eh 1 1 Ésh2t ta Legyen 2x—shf; ekkor dxc——— dr. Az új határokat egyelőre csak 
z dr - — f ehzre Dare [8 . KN 2 
2 4 4l z ti jelöljük. 
Éz Ld? 
Most visszatérünk az x változóra. s eghirt [ cehr 
KR KEN foeytrtőd— f EVT EST dt 
sh2 — 2shrchr— ZshrV1-4-sht r — 2.-2xF14-4x8; i j 4 2 
r - arsh2x — In (2xtK1--4xih. , ; 
KENT 1 7 1 S she2t 
Ezen átalakításokat figyelembe véve a keresett integrál: -7 J sh: : ch? di — — f " dt 
; — minimá l S e— —— fi fi 
ÍV ád z —BzV1 dő n(2x3- VI 457) K 7 
ü 
1 — 1 (1 9 ehár—t LT shát Ta 
- — [6Y874-n(6-V37)—0- 0] fö 7 16614 n(6-- 6.1 — s a J az dt [77 7 S 
j A 


16 2.1) a (36.6--2,5) as 958 
70664 in 121) az (36.6- 2, dili Most meghatározzuk ts és fs értékét, majd behelyettesítünk, 


Ige 
290 291 


Mivel 2x—sh ft, ezért t—ar sh 2x — In (2x-rV4x?-- 1). Ha x,—0, akkor 
teln150, ha x,—3, akkor ft. — In (6 V37)es In I2,08 az 248. Így 


1 E TT - 1 see Hi 
4 an 64 b 





h 








ót 
, [6rV59-— 7; 
— — : —1n (6--Y37)—0--ül sz 
64 H1j 
12 ! 
1 128 12 3t dé 81 
—1————2 48] ss -— — m— — sz 405. 
— el 8 B gaB 2 2 
A vonaldarab súlypontjának abszcisszátla tehát 
3 ET mg 
ÍRVER4ő dr 865 
xx — 50 191. 
GR 9.8 
ÍJ Vir4ödk 
[ij 
A súlypont y ordinátája : 
3 TT ET 
Í gyar dx 
LH [3 
yzy 7413. 
ÍYir4ődk 


11) 


Tehát a súlypont: S(1,91; 4,13). 


A 

3. Határozzuk meg az y—coax függvény fo: 7 

görbeszakasza, valamint az 0 abszcisszájú ponthoz tartozó ordináta 
és az X-tengely által határolt lemez súlypontját (64. ábra): 


intervallumbeli 


mia 
ri x cos xdx 


CAUNNNNRO 


— 


i T coszdk 
ü 


A számláló értékét parciális integrálással határozzuk meg. 


ém 
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Al atos Ax 





Legyen 4—x, és v—cos x; így 6 —I, és b—sin x. 


ni2 mont 
f xcosxdx — Íxsinxjő — fi sinxdx — 
ű 0 


— [x sin x1e —[/cosxi — 77040-1 7 1. 


A nevező értéke: 

xi2z mx 
f cos xdx s binxl9 — it 
d 


Tehát a súlypont abszcisszája: 





A AT 
— a -—-1 zi 1,57-1 E 0,57. 


A súlypont ordinátája : 


1 nie 
7 J c087 x dx lk 
d 1 
Ja TTgfa -7J 0087 dx — 
T cosxax 


Ét 


293 





sin 2x 
2 


[- 


1 5 1405 2x L[ 
-—f TES ge sz El 
2 ; §] 4 


l iz sinz A 
a izt -o) — — sz 0393. 
á iz A B 





Vagyis a súlypont P. (0 57: 0393). 
4. Határozzuk meg a negyedkörlemez súlypontjának koordinátáit (65. 
ábra)! 
y- Krz— xx. 


A. szimmetria miatt a súlypont az vy—x (45"7-os) egyenesen van, ezért 
koordinátái megegyeznek. Elegendő tehát csak az egyiket meghatározni, 


mégpedig az egyszerűbb módon szármiíthatót. 


aA 





65. ábra 
Ü Kg A 
A súlypont ordinátája : 
1 F 
— fed 
ü 
rnraj —? 
Va ; ; 
Í Kr2—xödx 
ü 
! Si l yr Fr 
— Í (—xayde — —[rx— tl — —. 
zJ ) 2 [7 31 3 


r 
— re — JT 
Mivel f Fr—xtdx éppen a körnegyed területe, vagyis — , ezért 
új 
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gy 
kj 


al§ 


ar 3 —a 
PX 5 pi TT 


IT 


o dár 


Tehát a súlypont p,( ; —l. 
ix dr 





5. Határozzuk meg a félgömb súlypontját (66. ábra)! Az origó közép- 


pontú félkör egyenlete; y — Vrt— xt. 


r 


Í xírt— xy dx 


ék 
Aa 


na 
b 


f (rt — xijdx 
Ü 


f sírás - f rxm sás sz [ 
0 ú 


ha ar r 
4aÍ, 2 
ó6. ábra 





B]7 


I 


an. 
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A számláló értékének kiszámítása: 


ki s a ga 
f 60-i z ax. — 1 sz, 
3 [a 3 3 
4 xíd mxiz 1 e C0S 9 
ri f zsimxdez [ 2—— dr 
4 ír űú Ü 
julsds 7: zösdi-É maja 
— via xX XCO52x ilíeti 1 
3 - f E e E Zen Edx — —[— -— f x c05 2x dr. 
ME : 2 2 2í2ik 2 s 
6. Határozzuk meg az yzVx függvény üzsxz5 szakaszának .X-ten- 
ely körüli forgatásakor keletkező test súlypontját (67. ábra)! . . 
gely rga ypontját ( A második integrál értékét parciális integrálással számítjuk ki. 


Legyen uW—x, és v-cos 2x, vagyis w— 1, és u sin 2r, 
na x ni2 I 
f xcosZxdx — $in 2x - — sin 2x dx — 
2 úg 2 























0-0) cos 2x T cos cos 4 1 
zt 4 ho 2 4 4 2 
67. ábra A szárnláló tehát 
LF ind xi 2 1 1 sálői 1 
J/ teti - gk, -—( Fi kér 4" 
a nevező pedig 
— 31. ft ., dm [652 a ki a, a2z [9 - 
3 f sin: x dx — 2 Xs 7 x F , 
Ü n 
TE l íz ő sin x 
7. Határozzuk meg az y5-sin x függvény Üzxme szakaszának — 4 - j- VI 
X-tengely körüli forgatásával kapható test súlypontját! 
xi2 A súlypont abszcisszája 
fi x sin x dx xi 1 
az 1604 atr4 m I 
10 xí8 i X5 — sz —3— sz 07854 0,318 — 1103. 
J sin: x dx A dir 4 7 
o 4 
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8. Határozzuk meg az vy— in x függvény 15sxs5 Ívének X-tengely kö- 
rüli forgatásával keletkező forgástest súlypontját (68. ábra)! 


5 
f xlntxdx 
1 


Ja — 


5 
J in x dx 
1 


3 
f xintxdx—? Az integrált a parciális integrálás módszerével 
1 


határozzuk meg. 





08. ábra 
2 Inx x 
Legyen vw—inéx és v — x, vagyis H — —— és üt — 7 
Ax 


5 at : 5 
f zlmxdk Ero] - f xInxdx. 
1 2 1 d 


298 


Ismét parciálisan integrálunk, legyen most 4w—linx és v1—ox, vagyis 
a 


, 1 x 
ii s — és mm — , 
1 x UV 2 


. x: § fa : px 
frmxdz — Ír" xi —1—]nx 1 fők 
2 1 2 1 4 2 


1 
x A (4 § heg 
- erez ee [9] 
12,5 Int 5—0—12.5 mm 5--0-t6.25-— 025 
12,5 (ln 5—1]n 51--6 sz 12,5(1,612—1,61)-ő sz 
sz 12,5(26—1, 6446 — 18,5. 
A nevező kiszámítása : 


Új 


I 


5 B 
ÍJ uxdx— f 11mx dx. 
1 1 


21ln.x 
Légyén W—1; és 07-int x; tehát w—x és ve . 
x 





5 5 
f 1 lnzxdx — [eln x1f— f 21nx dx. 
1 1 
a éjt . F Fr 1 
Ismét parciálisan integrálunk : u 23: un me2x; ve ln xi; t1—— . 
ax 


3 5 
f 21x dx — [f2x la x4— f 2 dx — [2x 10 x14— [227 . 
1 1 
Így 
b - 
J Int x dx — [x Int x]5— (2x In xJF 1 (2xdÉ — 
— (5 Int 5—03—(10 in 5—0)--(10—2) sz 
sa 5.4,612—10-1,61--8 es 5-2.6—16,1-48 — 21—16,1 — 49. 


A keletkező forgástest súlypontjának x koordinátája tehát 


Ax, sz —— pa 3.78. 
49 


Z99 


5. Térfogatszámítás 


Ha egy test X-tengelyre merőleges metszetének területe mint az 
x abszcissza függvénye T(x), akkor a test [a, 5) szakaszba eső 
darabjának térfogata 

b 


V(a,b) — f T(x) dx. 


64. ábra 





Ha a test valamely vy—fíx) görbe xy és x, abszcisszák által 
határolt ívének 4X-tengely körüli forgatása révén keletkezik 
(69. ábra), vagyis forgástest, akkor — tekintve, hogy kereszt- 
metszete minden x-re fix) sugarú kör — 


V. r[roa-r fd 


Xi 


Ha az vy— f(x) függvény görbéjét az YF-tengely körül forgat- 
juk, akkor az így keletkező forgástest yy és va ordinátájú pontok 
által határolt részének térfogata: 


v-n f e0)áp, 
kp ! 
ahol x— xíy) az y— f(x) függvény inverze. 


300 


Ha a függvény x-x(t), y— yít) paraméteres alakban adott, 
akkor a ft) és 1. paraméterértékek által határolt görbeszakasz 
X-tengely körüli forgatásával keletkező forgástest térfogatát 
az alábbi integrál adja: 


v.-z ! 0) á(n) dt. 


Gyakorló feladatok 


1. Határozzuk meg az ys-ax égyenés X-tengely körüli forgatásával 
nyert mm magasságú kúp térfogatát (70. ábra! 


70. ábra 





pr 
Mivel a— tg 2—— , tehát 
mi 


fori nr . ön . 
vvzafsedazz fedi 
m m 
1] hr. 


rt G rim 


Valóban a kúp térfogatképletét kaptuk! 


2. Határozzuk meg az ys5im x függvény görbéjének X£-tengely körüli 
forgatásával keletkező test térfogatát, ha a határok Ű és-r. 


bj 


" 1— cos 2x sin 2x T" 
FF z f szen (On - 2 — 
1 T) 





2 


mr ( sin 2 ] rt 
— Ím — —űü4 — — . 
2 2 2 
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3. Határozzuk meg az y — Fr—x? egyenletű félkör X-tengely körüli 
forgatása révén keletkező gömb térfogatát (71. ábra)! 


r xi 
V — 1 xYh eg. ezi Cd [AUTH s 
xz xz fr xx dx zÍx 3 [.. 


-p 
Hi r Ta Fr dm 
pld MÉ 3! 3 


Mint látjuk, valóban a gömb térfogatképlete adódott. 





71. ábra 





4. Határozzuk meg az y — axt b egyenes X-tengely körüli forgatása- 
kor a [6, m] szakaszon keletkező csonkakúp térfogatát (72. ábra)! 


. ábra 





A. csöonkakúp R sugarú alapnkörére x—m, tehát R — am-tb; r sugarú 
R—-r 
fedőkörére x—Ű, tehát rum h; ezért a—— és Így 
Hi 


ká R—-r 2 
vsz d—n f (Ze) ex — 
o HI 


yi 

R—r 1-7 
j a Ge ej -]- 
ni 0 3(Rpllm r]- 





R—r 3 


TR gay a RED REN — 
3(R—r) R-t dl 


e. (Rt $Rr-r), 


5. Határozzuk mép az y—sh x függvény €-tengely körüli forgatásakor 
a Üsxz4 szakaszon keletkező forgástest térfogatát! 


: ch2x—I 
Vosn f shtedk nm [ 5 ek 
ü 


ü 


x Fsh2x 1 z ésh3 
— —1— xi ——1-—4-0l s 
7 2 ], 7 ( p ) 


6. Határozzuk meg az y—x? függvény X-tengely körüli forgatása révén 
a Üsxz5 szakaszon keletkező test térfogatát! 


5 Év 5 
Ko-r fedezz [5] z x(5t—üj — ő2Sz az 19606. 
Ú ű 


7. Határozzuk meg az yzx! függvény görbéjének F-téngély körüli 
forgatása révén a üszyzsá szakaszon keletkező test térfogatát (73. ábra)! 


Fs 
V.z-n f xö(y) dv. 


Fi 
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73. ábra 





Az xíy) jelölés szerint az x-et kett megadnunk mint az y függvényét. 
Példánkban x—Fy (ha az első negyedbe eső ágat választjuk). 


4 it E! 
V,zn Í ydyem [5] — ní(8—Ú) — éz az 25 12 térfogategység. 
ű a 
8. Határozzuk meg az y—ch x függvény görbéjének A-tengely körüli 


forgatásakor a üsxs 3 szakaszon keletkező forgástest térfogatát! 
H. 1) Hi 





ch 2x7-1 
vez sar f eöxdx—n f/ 7 dx 
ü ú ü 
shix xT Gt he o) 
snN 4 "al" 45 jr: . 
et gt c 4M 
h 6 — ———— — sz — — — zzz 300. 
; 2 92 7 


200 
VK. - az (7 1.5) sz Mi sz 157 térfogategység. 


2 

9. Határozzuk meg az y——— függvény görbéjének 4X-tengely körüli 
xx 

forgatásakor az 15xzsd4 szakaszon keletkezű forgástest iérfogatát (74. 


ábra! 
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74. ábra 





4 d 
4 
peznfyde—n f dx nl4ln x]i — 
1 1 


s dr(in 4—]n 1) sz 4z:1,39 sz 17,5 térfogategység. 


10. Határozzuk meg az ys1n x függvény X-tengely körüli forgatásakor 
keletkező forgástest Zsxső abszcisszájú pontok által határolt részének 
térfogatát (75. ábra). 


[3 6 
F.-—n fydxzn f Intxdk. 
z b 


A feladatot a parciális integrálás módszerével oldjuk meg. 
2mx 





Legyen u — 1 és ve dr x; ekkor u — x és u — 
§ ü 
F.-n Í 1 Int x dx s xz[x ln: x3—2r f in x dx, 
2 8 


Az új integrált szintén parciális integrálással alakítjuk át, 
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79. ábra 





1 
Legyen ui - 1, ti — In x, ekkor Hy S X €3 v — —, 
xX 


II. 


forgatásakor a ü és 6 ordináták között keletkező test térfogatát (76. ábra)! 
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b 
KV, — nlx Int xj8— 2 (mt 2 f dxj 
Fi 


I 


r[x In? x—2x ]n xr1-2xk — 


ató In" 6—12 ln 6412—21n? 2-4 1]n2—4) sz 


fej 


ni6 1,79— 2-0. 699—12-1,79-4H4-0,6933-8) sz 


zs nl6-3,2—2-048—21,5--2,77--8) s 


z(19,2—0,96—21,5-H2.77-48) — n(2997—22 46) sz 


tt 


7,51-3 14 sz 236 térfogategység. 


Határozzuk meg az vz:Ín x függvény görbéjének Y-téngely körüli 


6 
F, sm f0dy. 
0 


76. ábra 





Az y— hm x függvényből x— e. 
3 3y Ti TT 
FV. mm TT J ey dy — 7] —.—— (es — e szd 
o zíÍ 2 


iz 227 4-1 
Asz —— Az E5— az 8 14-314.10t az 





az 25 610 — 2,56-10" térfogategység. 


12. Határozzuk meg az y—xsh x függvény görbéjének X-tengely kö- 
rüli forgatásakor az Isxs3 szakaszon keletkező forgástest térfogatát 
(77. ábra)! 


at br) 
FK. zi [1 édxznm f xtshix dx. 
1 1 


77. ábra 





207 307 


A hiperbolikus tényezőt hMnearizáljuk : 1 





b a 4A— — 
ch 2x—1 1. e 74 — 74—0,135 
nm fd f eteh2x—xtdk z sh2 76 s — sg — 37—0,0675 az 3.633; 
i 2. 2 : 2 2 2 
s 3 - 
e74e 
—- E f teh2xdk- j x7 dx. ch2 — 5 sz 3,7--ü 0675 zs 3768. 
2 1 2 1 
A szorzaifüggyény ititegrálját határozzuk meg parciális integrálással: a 19 3 
; f rtch2xdx sz E200— 5 " 3.633——— 2004 53768 zi 
f xich2x dx, i 
1 
12 sz 950—2,72— 40-41, 834 sz 651 ,9—2,7 — 6492. 
sh 2x 
Legyen w— a és vh]: ch 2x, ekkor w—lx és v——— , 
Z A feladat megoktása: 
5 rra ; 3 , 

frnzede — [2 — f/dsh2zde V.ze -692-— [7 10270— 157 9-5] - 

1 1 
Legyen most m—x és oszssh 2x, ekkor wi5l és r eh 2 15728 

ÉYen most Mr VS eX 1 Eat — 1020—-—— v 1020— 147 — 10053 térfogategység. 


ch 2x 
J xt ch 2x dx — 5 sh 2] -([Z ch 2] - -ÍS ax) zzz 13. Forgassuk meg a cikloisívet az X-tengely körül, majd határozzuk 
meg az Így keletkező forgástest térfogatát! A cikloisívet határoló pontok 
xi 
-[. sb Ze] - Ea 2], :[; sh 2] - 


pararméterértékei: 1 —Ü és 1, —2rr (78. ábra). 
7 hő ; h2 hőt ch2r— hó  sh2 
oz 2" 2 2 47 4 § 





Xzaít sínt) ; 


19 3 3 1 
— — — — s$h 3—— ch 63 —- ch 2. 
7 5h6 a: a eh te 


400 — — 
hé e— et JÓ 200 
-— mg az ; 
; 2 2 
d. — 
ete" 
ch ő — s. ma z sz J00 78. ábra 
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x s alr—sinr); yz- aí(l—cosz]); 


x  a(1—cosr). 


Fi 
vez f a(t—cosrja(1—cosr) dt — 
b 


Én 
a mat ( 4—cosír jé dt — 
ü 


Én 
éz Í (1—3c05r-t3c0str— cost tj di —? 
ü 
Részletszámítások : 
TI Feb 


1 t-cos 2 
di 


ll 
——őis 





fi cost : dt — j 
hr 1" 


l kin 2 per li sin dir 
7 g f -- zzz —[d7- 2 —D1 — r. 








z ha 2 
zh ú ÉR én 
f cos tdt s J c05" (c05 1 dt — J (1— sin? 7) cos rdt — 
Ü Ü Ü 





Hl : . sin rt Tt 
— fi (cos f—sié tr eös éjet s Úhsin1—- — 
ü 3 ü 
. sin: 27 
— Sim 27 — — CN m Ü. 





FV — axW(t—3 sin FS 3a) s atr(2r—35in 2r—0t 37) — 


sz 5477 térfogategység. 


14. Határozzuk meg az xzrcost, y—rsin! paraméteres alakban 


adott körív forgatásával keletkező gömb térfogatát (79. ábra)! 
A határok z és 0, mert Így a görbén a pozitív X-tengely irányában 


megyünk Végig. 


XxXs-—rsint. 
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kercast 
gezsint 


79. ábra 





b b 
VK7-n Í vxdtsm Í r:sintr(—rsintjedt sz 
H K 
hhj n 
sz — gy Í sin? di — mr j MF zett. 


x b 


Felhasználjuk a következő linearizáló formulát : 


1 
sin fr — 7 (3 5i1n 1—sin 37. 


[8 
:§ 
ád f (3 sin f—sin 3) dt — 





FV — — 
4 
ú 
en a SZF -eb I 3 li 
§ 8 . 4 3 3 


AR 16 dő 
43 3 








h 


Valóban a gömb térfogatképletét kaptuk. 
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15. Forgassuk meg az x—cost, y—sin ft, paraméteres alakban adott 
A IT 
egységsugarú körív 17. És lrT paraméterű pontjai által határolt 


darabját az X-tengely körül! Számítsuk ki az így kapott gömbréteg tér- 
fogatát (80. Abra)! 


80. ábra 





x-cosí.; y—sint, XX ——smz. 
ig ní3 
v.zn f yid—n f Csinr)(—sini)dt — 
ÉL tő 
xis 
aog f sinttdt. 
xi6 


Az integrandus sin? r. Most az előző példában alkalmazotti linearizáló 
formula helyett (gyakorlásképpeni szorzattá alakítjuk az integrandust. 
Ekkor sin? f — sirt $ sin r — (1—cost id sin t, így 


xia 


F.s-n Í (1— cos! tf) sin fr dr — 
LL) 
xí3 xig 
— a f (—sinodt—n f (—costr) sin dr — 
xi xi 
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T c0sz f 
sz r[cosz]. —rr[- 
Tr 3 


majd ára 


mg 005 — cos] cost 5 — cost 5] sz 
§ 3 6I 3 3 6 

d 
— xícos 607 — cos 3099——T (cos? 607— cost 307) az 


sz (0,5— 0866) — 7 (0,52—0,8669) se 


sz 3.14(— 0,366)— 1,05(0,125 — 085) ar —0,598 térlogategység. 


Eredményül azért kaptunk negalv számot, mert £ növekedésével az 
x csökken, és így intépgrálásírány nem az X-tengely pozitív irányával egye- 
zett meg, hanem azzal ellentétes volt. 


16. Mekkora az x—sini, y—r paraméteres egyenletrendszertrel adott 
görbe X-tengely körüli forgatásakor keletkező test térfogata, ha 


Oz (81. ábra)? 


81. ábra 
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(A görbe explicit egyenlete ysarc sin xx.) 
xii níg 


F.z f sizdizn Í 1" cos dt. 
1 ü 


Az integrált a parciális integrálás módszerével határozzuk még. Le- 
gyen szrtésvzcos tt; vagyis w dt; uzsin f. 


niz 


xíz r 
V.5-m f Hncosrdi — níttsinrjf —rr Í dr sin f dt. 
1. 1 
Isrnét parciálisan integrálunk : 
wz2df,; viossint; urs2; 4.——€C0St. 


FV. 


Tr Tt miii 
z [tt sin 1 -n [-2ress ré - Í 2(-cos at - 
Ü 


a [25 sin "ti 4z[ Cs té —rt2 sinrlé — 


(E sn 5 cola cos Ü 2 sin —0 
4" 3 s 4 2 17 MT s 


-) 
— Ti sz 1,47 térfogategység. 


17. Határozzuk meg az x—e, y—t paramétéres égyenletrendszerrel 
adott görbe 4X-tengely körüli forgatásával keletkező test térfogatát, ha 
15152 (82. ábra). (A fr paramétert kiküszöbölve y—]n x.) 


g z 
x EA Íyzdsn f 13 e dt. 
1 1 
Legyen um??? 9 e ekkor 4 —2t és eme, 
g a 
V.sSm Í Be dt — zl[ttejj—r ÍJ Ze" dr. 
1 1 
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82. ábra 





Ismét alkalmazzuk a parciális intégrálás módszerét : 


n—2r; veze; wu—-2; use 


: 
F.. — eltett nee 1 — f ze arj — 
1 


— serte —ri2ze 3-zlzeni — 

z gidet—e— 4691 2et2ef— Ze) — milet— e) az 
sz 3 14(2-74—2 72) — 3,14(14,8—2,72) — 

z 3.14-EZ2 08 az 37,8 térfogategység. 


18. Határozzuk meg az x—e, yzsin t paraméteres egyenletrendszer- 
rel adott függvény görbéje X-tengely körüli forgatásával keletkező test 


térfogatát, a Oszt tartományban (83. ábra)! 


xí? n/3 mis 1--e0s 2t 
v.-a f jidten f Gin dedizn f e —gTT ük 
a 0 0 
n xig fi nf2 
e — td f c05 Zr dt. 
V. 2 J € 3 e 
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83. ábra 





áz első integrál közvetlenül megkapható. A másodikat parciálisan 


l 
integráljuk. Legyen u—e és vzcosdt; vagyis usa és v— FI sim 2£. 


nil k mo omíz , 
et , j e , 
f e" cos 2t dr — ő sir 21] — fi — sin 21 df. 
2 ú z 
0 1 
e ; : ., e — cos BI 
Legyen Hy — 7 és v) — sin 2f, vagyis ui: — ÉS 4 — ——— 


2 


vi e T e cas dr gt eoSt d 
f e cos ? dt — FI sin2ri —t—— — 5 KERYRRTEGYTRNÉNYÉNÉNER — 
ü 
1) 


mnit 


a l 
- [6 sin a [EZT — — J et cos 2r dt. 
a 4 ő 


316 


Rendezve az azonosságot : 


niz 


es sin 2t ét cos d 7 
a! €" cos 2 dt — [H——— — m— 


TF re 


kilő l 
sz védi sinn—04-— e? c087—— e cos0 Biz 





I 48 1 0 —58 
mege Deg eggTa 
xii 58 

f e coszrdt 2 —— — —1,16. 

; 5 


xi 


IT Tt 
v-5 et dt—— (—1,16) — 
2; 7 ( ) 


1,16 
ii —- Z felt 1-4116) maz 
Z 2 





sz 2 [e 


sz L57(48-0,16) sz 7 B térfogategység. 


19. Határozzuk meg az x—shi és y—chr egyenletrendszerrel adott 


hiperbola X-tengely körüli forgatásakor keletkező test térfogatát 
Osrts2 (84. ábrak! 


xzshr: pyzehri; x—chr. 
2 ri 

Vv.—-a f vidtszn f chtrchidt — 
Ü Ü 


rá FA z 
—g f aashtrjehrdt— n f chrdtán f shtrchidt — 
ít Ü ú 


3 


ht, Ti sht2 sb 
] — xrÍsh2-—shü- — mz 
3 [o 3 


3 
h2 
— a [1 24) . 











: 5 
— rishrhy tr 


84. ábra 











sh2z a — ee me E - z 3.63 
2 2 2 
3,633 48 
V. za [363-—5[/ 7 36345] sz 


sz r(3,63-4-16) — 19.637 - 616 térfogategység. 


6. Nnmerikus integrálás 


Numerikus integrálással határozott integrálok értékét (közelítő 
pontossággal) tudjuk meghatározni. Numerikus integrálási mód- 
szert többnyire a következő esetekben alkalmazunk : 

Il. Áz integrandus grafikusan adott. 

2. Az integrandus analitikus alakban adott, de a primitív 
függvényt nem tudjuk analitikus alakban meghatározni, ill. 
igen bonyolult a meghatározása. 

3. Az integrandus függvénytáblázattal adott. 

Mindhárom esetben az integrandus bizonyos számú ismert 
pontja segítségével kapjuk meg az integrál közelítő értékét. 

A numerikus integrálás esetenkénti alkalmazhatóságát az 
eredmény várható pontossága dönti el. A hiba nagyságának 
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elméleti meghatározásával nem foglalkozunk; csak azt mutat- 
juk meg, milyen módon kell alkalmazni az egyes közelítő mód- 
szereket. 


h 
1. Téglány-szabály. Az f f(x) dx határozott integrált, vagyis 


az f(x) görbe [a, b] szakasza alatti területet téglalapok terület- 
összegével közelítjük. Az eredmény általában annál pontosabb, 
minél sűrűbb felosztást alkalmazunk. 

Tekintsünk egyenlőközüű felosztást, vagyis osszuk az [a.5] 
intervallumot n egyenlő hosszú részre. Jelölje egy ilyen rész- 


intervallum hosszát f, vagyis legyen ht; jelölje továbbá 


az egyés osztópontokat xp—a; Xi s ati; x, — a-kalt; ... 
sas Xi —d1(n— bh; x, — ad4-nh — b, továbbá az osztó- 
pontok ordinátáit ya — y(xo); ja 7 ya); ... 54-i EJ(Xn— a; Jn 
s p(x,). Ekkor — a szakaszok kezdőpontjaihoz tartozó ordináta- 
értékekkel képezve a téglalapokat — az 


f — f f09dx 


integrál közelítő értéke (85. ábra) 


85. ábra 
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I sz I. — Alva tyte Hy eaki 


a szakaszok végpontiaihoz tartozó ordinátaértékeket választva 
viszont (86. ábra) 


I sz I — hüntyetee 49) 


86. ábra 





Ha a függvény az [a, b] integrálási intervallumban monoton 
növekedő (csökkenő), akkor Z. az integrál alsó (felső) korlátja, 
ID. pedig az integrál felső (alsó) korlátja. ; 

2. Trapéz-szabály. A határozott integrált, vagyis a függvény 
görbéje alatti területet trapézokkal közelítjük meg. Az [a, 9] 
intervallumot  osztópontokkal egyenlő hosszú részintervallu- 
mokra osztjuk, majd a 87. ábrán látható módon közelítjük meg 
a görbe alatti területet. Ha egy részintervallum hossza A, akkor 
az ! határozott integrál közelítő értéke 


ai ya tri XT Va ea Yn-1T Ya — 
ren [docAuthor] e tettn]- 


Va 
7 [/ 

3. Simpson-szabály. A szabály alapgondolata az, hogy három 
(nem egy egyenesbe eső) ponton át mindig húzható egy és csak 


- kh ergagateek 
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07. ábra 
HÉ Mad Xb 


egy másodfokú parabola, így a görbe ilyén parabolaivekkel kö- 
zelíthető meg. A parabolaívek általában jobban közelítik meg a 
görbét, mint az egyenes szakaszok. Az [a, b] intervallumot Hm — 
— 2k 4-1 páratlan számú osztóponttal n— 2k páros, § szélességű 
részintervallumra osztva és két-két szomszédos részintervallum- 
ban a 88. ábrán látható módon helyettesítve a függvény görbéjét 
egy-egy ilyen parabolaivvel, az integrál így adódó közelítő ér- 
téke: 


A 
Izz 7 Uot 4yi HP2ya táv t-t h2ya-z to at Vak 


88. ábra 
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Az első és az utolsó ordinátától eltekintve a páratlan indexű 
ordináták együtthatója 4, a páros indexűké 2. 


Gyakorló feladatok 





1 

1 

1. J aaa dx— ? A feladatot megoldjuk közvetlenül és a téglány- 
; : 


szabállyal is, hogy a pontos értéket ismerve, a közelítő eredmény hibáját 
kiszámíthassuk. 


I. Megoldás: 


1 
Í 
Iz f rggr ee fatetaodi — 


z arctg1—arcigÜ — sz 0.785. 


Ki ét 


TH. Megoldás: 


Az integrálandó függvény görbéje a 89. ábrán látható. A (0; 1] inter- 
vallumot négy (egyenlő szélességű) részintervallurnra -ösztjuk, és erre alkal- 
mazzuk a téglány-szabályt. 





84. ábra 





üz d üz dí tő fá X 


Az összetartozó koordináták meghatározása: 
xozú; 9y—li. 


1 1 16 
xy 7 025——; pm — I 
i 4 PF 1 17 Ti Ü 94 
1-4 — 
16 
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1 4 — 
4 
3 1 16 
x- 05-i psz —eg esz 08 
14 e 
l 1 
x- ll; nemi xy 70 


Ha mindegyik részintervallum szélességét szorozzuk a bal oldali vég- 
pontban felvett függvényértékkel (amely ez esetben az intérvallumhoz 
tartozó legnagyobb függvényérték), akkor 


f cz ff, — 025(1-4094-4-0,87- 064) — 025338 — 0.845. 


Ha mindegyik intervallum szélességét a jobb oldali végponthoz tartozó 
függvényértékkel szorozzuk (mely ésétünkben az intervallumhoz tartozó 
legkisebb függvényértéki, akkor 


I — I, — 025(0,94-40,8--0,64--0,5) — 0,25-2,88 — Ű,7Z. 


A százalékban kifejezett hibát p-vel jelölve: 








0845 —0,785 0.060 6 
pm — E 00 — 1008 — ——K az 769. 
0785 0.785 0.785 
0.785—0,72 0.065 6.5 
ke 972 gok — 1008 — A sz 8.3. 
Pa 0.785 8 — ggg VA gggs 


A hibaszázalék nyilván azért nagy viszonylag, mert az intervallum fel- 
osztása durva vült. 


3. Határozzuk meg az alábbi integrál értékét téglány-szabállyal, tra- 
péz-szabállyal és Simpson-szabállyal! 


b 
d 
[— f[ —— -? 
a K5xrx 


I. Megoldás ítéglány-szabállyali : 


A [0: 3] intervallumot hat részintervallumra osztjuk. a) Minden rész- 
intervallum hosszát a bal oldali végponthoz tartozó ordinátával SZOTOZ- 
zuk (90. ábra). 5) Minden részintervalium hosszát a jobb oldali végpont- 
hoz tartozó ordinátával szorozzuk (31. ábra). 
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90. ábra 


ú]1. ábra 





Megjegyzés: Az X- és F-tengelyen felvett hosszeégységek a 
következő ábrákon célszerűségi szempontból általában nem 
egyenlők; ez a görbe alatti területet ugyan torzítja, de a hatá- 
rozott integrál értékét és számítását nem befolyásolja. 


A számításhoz szükséges függyényértékek : 


l l 











1 VS 
y(0) —— — — sz 045; píb,5]) — — az 0,436 
VS 3 KS2-O SZ VS25 
j l 
y(1) — —— 7-7 — s 048; 
ÉKSrI FG 
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1 1 
yíl5)z -———— 8z 0371 
KS-4 1.5 V7.25 
1 I 
yí2) — — —— sz 0333 
K5--3 K9 
I 
K5-257 VI1I,.25 
y(31 — — — sy 6267 


KSx3t VIA 


a) Tsz FH — 0,5(045--0,4367-0,408--0,371-H0,353 4 0,299) — 


— 0 5.2,297 — 1,1485 sz I,15. 


b) Tsz I, —0,5(0436-4-0408-H0O,371 1-0,333-1-0,299-4- 0267) — 


— 0,5.2,124 — 1062 sz 1,06. 


Mivel a függvény a IO, 3] intervallumban monoton, az integrál szám- 
értéke I,06 és 1,15 közé esik. 


II. Megoldás (trapéz-szabállyaly: 
A 92. ábrán látható trapézok területének összegét határozzuk meg. 





Az intervallumok szélessége most is 0,5. 


I sz 1, — 05 Éz (OSAN ZD zza - 


045 026 
— 05 [5 10/436--0408 10,3714-0,333-0,2994—-—] - 


— 0,5(0,225-4 1,847-Hú, 1335) — 0,5-2.2055 c I,1ÖZ275 sz 1,1023. 
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II. Megoldás (Simpson-szabáltyal) : 
Az intervallumot most is ú részintervallurnra ösztjuk, vagyis 4—Ü,5. 


h 
f sz I, -— KELÁ 4y(0,5)-H2y(1)4dy(1,59--29(29-Há4áp(2.5) HŐ] Fe 
0.5 
e (0,45--4-0,436--2-0,408 -4-4-0,371 1-2.-0,333 — 4.0,299 1-0,267) — 
05 
7 [0,717--4(0,4364-0,371 -40,299) --2(0,408 1 0,333)] — 


0,5 
- 7 04117 44-1,196--2:0,741) s 


ús 
3 


05 3,311 
- a 6623 közi ge Fa 1.104. 





10,717-- 4.424 1 482) — 


A három különböző módszerrel kapott közelítő értékeket egybevéve, 
az integrál értéke feltehetően 3 jegy pontossággal 1,10. 


3. Határozzuk meg az alábbi integrál! közelítő és pontos értékét: 
3 FT TERRA 8 
I— f Virödkx. 
ú 


A közelítő értéket a téglány-szabállyai, a trapéz-szabállyal és a Simp- 
son-szabállyal határozzuk meg. 


I. Megoldás (téglány-szabállyan) : 


Az adott intervallumot hat részintervallumra osztjuk. a) A részinter- 
vallurnok hosszát a bal oldali végpontokhoz tartozó függvényértékkel 
szorozzuk (93. ábra). b] A részintervallumok hosszát a jobb oldali végpon- 
töokhoz tartozó függvényértékekkel szorozzuk (54. ábra). 

Az integrál meghatározásához szükséges függvényértékek kiszámítása: 


yí0) — 1; pt0,5) — K1-t-0,25 — VI,25 sz 112: 
y(D — V2 as 14; yÜ.5) — K1r225 — V3,25 ss 1,80; 
y(2) — V5 aa 224; v(2,5)— KI t625 — YT,25 ss 2.70; 


y(3) — FIO 5316. 
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03. ábra 








a) 1 ss. oz 05(1-H1,12-4141-41,80-4-2,24--2,70) — 051027 — 
— 5 135 az 5.14. 


I sa 1, — 050,124141--1,807-2,24--2,70-43,16) — 0,5-1243 — 


s 6.215 s: 6.22. 


A függvény a [0; 3] intervallumban monoton növekedő, ezért az integrál 


alsó kortátja 5,14 és felső korlátja 6.22. 
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H. Megoldás (trapéz-szabállyal) : 


A függvény görbéje alatti területet — a 95. ábrán látható módon — 
trapézokkal közelítjük meg. 


Isola h 2120, SJ) HIS) Hp, 9 — 


— 0,500,5-4I,123-1,41- 1,80--2,24-4-2,70-4 1,58) — 
— 0,5-11,35 — 5675. 





IH. Megoldás (Simpson-szabállyal) : 
Most ís 6 részintervallammal szárnolunk 
Iasz I 5 


h 
7 gr GJ EZYD) AYDA ZD) A 49 (25A- (BI — 
0,5 
—TÜr411242-1.41-4.1.8-4-2.2243-4.2,7 43.16) — 


0,5 
— 7 (416--4(1,12--1,8-4H2,79-4201,414.224) - 


l 
s — (4,163-4.5,6234-2-3,65) — 


33, 
— — (4,16-4-22,48--7,30) — ea sz 566. 


CR] mom 
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IV. Megoldás: 


A függvény primitív függvénye könnyen meghatározható, ezért a hatá- 


rözött integrált így ís kiszármíthatjuk ! 


a 
I — Í V1a-édk —? 
ú 


xash ? helyettesítéssel átalakítjuk az integrandust. 
doc—chidi:; t—arshwx. 
Az új határokat egyelőre csak jelöljük. 


a Ta 
r- ( Virsidkz ft ese tehtat — f gé tdt 
11 


ü Ég 


st] -Fch2t E kai 
-— J dr—1—1— I - 
2 2 d Éj 
12 





1 1 —— 
7 [rtshrch m-z [ar sh xx Vox 4-1) — 


- Ím (x-Kx2t1)--x Vxt-- 1; — 


- 1 Iin(3--K10)-3V10—0] sz — Imi 3.164-3-3,165] — 


ft 


I 182948 1I,M 





s 505. 


4. Határozzuk még az alábbi integrál közelítő értékét: 
4 Ís————— 
Iz f VK25ödx 
1 


Az integrandus görbéje a 96. ábrán látható. Az intervallumot négy 
egyenlő részre osztjuk. 
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17, 
[/ 


[/ 


va 
[/ 
Új 
[A 
( 
( 
; 


un Da ta mén Én ng nt 








24 
011 
Ű 
—— Hm 96. ábra ÚGY 
49 
IT. Megoldás (téglány-szabállyal) : 7 444 
Az integrál közelítő meghatározásához szükséges függvényértékek ; MM 98. ábra 
v(2) — V2t8 — FIO sz 3.16; 
(25) - KITZ az VTTBB ez 420; b) (98. ábra) Z ss Z, — 0,5(4,20-£ 540-4H6,70-HB,13) — 


— 0,5.2443 — 12.215 sz 1222. 
y(3 — K2A 3 — VI az 540; A függvény az integrálási intervallumban monoton növekedő, ezért 


y(3,5) — KZT3 8 mi VA4BB az 670; I, az integrál egyik alsó korlátja, míg I, egy felső korlát, 
e - I. Megoldás (trapéz-szabállval): 
y(4) — V24-§ — V66 sz 8.13. A függvény görbéje alatti területet a 99. ábrán látható módon trapé- 
a) (97. ábra) I sz I — 0,50,16-44,20-4-5.40--6,70) — zokkal közelítjük me 44) 
— 8.5"159,46 — 9.73. I sz 15-05 És HL SEB IBSJTT[ 7 
y s 05(1,58--4,20-4-5,40--6,70-44,065) : 
ő 
; s 0,5.21,945 — 109725 ss 1097. 
fé / I. Megoldás (Simpson-szabállyal): 
kh 
5 AZ I sz [I — zott 44855) HFY(A sz 
4 4 05 
; 4414 s — (3.16-44.4.242.5.4-44.6748,13) — 
7440 
Z 44 sz 2 3.164-16,8-k 10,8-1-26,8--8,13) — 
! 0441 ; 
MAN 0,5.65,69 
dddAen 97. ábra — — — tt sz 0,5.21,89 — 10945. 
Ur 2 d 4 X 3 
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nég 


S SNS 
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ne] 






SSSSIS. 


SS 
SS 
s 





4 








e 
? j ; 5; 100. ábra 
4 Gr 
5. Határozzuk meg az 1— Í( V10— dx határozott integrál közelítő 
értékét a téglány-szabállyal, a trapéz-szabállyal, és a Simpson-szabállyal. 
Az intervallumot négy részintervallumra osztjuk (h—Ű,5). 
I. Megoldás ítéglány-szabállyal) : 
A feladat megoldásához szükséges függvényértékek kiszámítása : 
y(0) — VO sz 3.16; 
y(0,5) — Y10—0,5 — V10—0, 125 — KS 875 sz 3.14; 
101, ábra 
MEN MEGY ——— x 
y(1) — V10—-1 — 3; y(1,5) — V10—1,57 ss Kő 64 sz 258; 
üi II. Megoldás (trapéz-szabállyal): 
yí2) — Y10—25 V2 sz L4l. A függvény görbéje alatti területet megközelítő trajézok a 102. ábrán 
láthatók. 
— — ni I a Ü 2 
a) (100. ábra) ! a: I, — 0,5(63,16--3,14-4-3-4-2,58) s 0,5-11,88 — 5, IEshzh Por? i 
bi Ű—l. ábra) TF sz I, — 05014 3--2,58-H1 41) — 0,5-10,13 sz 5,06. z Z 
3.16 141 
; I I, — 05 Ca 3144342.58 -t 5] cz 
Meegfegyzés: A függvény monoton csökkenő, ezért I, a határozott integ- 2 2 
rál felső korlátját, I, pedig alsó korlátját adja. 


— 0,5(1,58-4-3,14-43-£2,58--0,705) — 0,5:11,005 az 55. 
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103. ábra 





HI. Megoldás (Simpson-szabállyal : 


h 
I ss ha 7 D(0944y(0,5)-4-2y(1D-H 4 (1,59-HJÁZT 57 
0,5 
as — 0316-44.3,14-42-37-4.2,584141) — 


ú,5 
ez (3.164 12,56--67-10,324 141) — 


Ú,S 
sz E SGálől sz 5,s8. 


Fi Határozzuk meg In 5 közelítő értékét az alábbi integrál kiszámítá- 
ad vel: 
5 


l 
I — fi — dx. 
j x 
Legyen A—]1, tehát a részintervallium hossza 1 egység. 
I Megoldás (téglány-szabállyal) : 
A részintervallumok határpontjaihoz tartozó függvényértékek : 


i 
x-z 1; yi sz - — 053; Haz 7" 033; 


1 
y(4 5 — — 025; yis — . 0, 2. 


fa] — 
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a) (103. ábrad FI sz 4, — 1í(1-40,5--0,33--ú,25) — 1-2,08 — 2068. 
b) (104. ábra) I sz f, — 1(0,5-H0,33--0,25-- 02) — 1-1,28 — 1,28. 


Megjegyzés: A függvény monoton csökkenő, ezért fo a határozott 
integrál egy felső korlátja, I, pedig egy alsó korlát. 


103. ábra 


104. ábra 





I Megoldás (trapéz-szabállyal): 


A (üggyény görbéje alatti terület megközelíthető a 105. ábrán látható 
trapézokkal is. 


1Ú5. ábra 





335 


y(íl) yi5) 
Iszh az TB ye . a! (106. ábra) I ss I, — 1IV(3)t-yít)--y(5) ty] — 
1 





I — 110,91--0,723--0,622--0,558) — 2813. 
YE ki JAZZ 7 Bé HÖZ eg 5 00385 b) (107. ábra) Is 1. — 1D(4)-E(D)--y(6)--y(D1 
1 l — 1(0.7231-0,6221-0,5584-0,514) — 2417 területegység. 
yt 4 és; YÓ) 5 092. A határozott integrál alsó korlátja 2417, felső korlátja pedig 2813. 
1 0.2 
I sz1 (705 2 0,33310,25-k ) — F 
kh 
— 0,5-40,5-40,333— 025 --0,1 — 1,683. ; Van 
d ] i - : Fé v/ 
HI. Mepoldás (Sampson-szabály) : Z 5 
A. részintervallumok száma páros, ezért 05 Mn yazra 


h 
I s ag DUL FAL E ZY Ő FÁJ ETŐ] Asz 


A SSNSS 





4 
TI 106. ábra 


; 
az —(1-44-0,5-42.0,33344-0,25 -0,2) — 





l 4560 
——(1142-4-0,666-4140,2) - —— — 1.622. 


Megjegyzés: ln 55r1,609 (más módön számolva) és így a Sirüpson-sza- 
bállyal kapott érték a legjobb közelítés. 


ri 
de 
1 iíi- j reg z ? Az intervallumot 4 részintervallurnra osztjuk. 
nx 
3 


EK Megoldás (téglánysszabálival: 








107. ábra 
A. feladat megoldásához szükségés függvényértékek : 
1 1 . I l ji X 
(3) sz — sz 091: P(4) 7 sz - sz 0723. I, Megoldás (trapéz-szabállyal) (108. ábra) 
ln 3 1, Ird 1.385 . yt) y() 
l 1 1 l Tszi4— A EE Dr ; 
y(5) — — a:—  — 0622; F(6) — — az sz Ü. 558; 
1 i I 5-1 í- Xx 072320, 622--0,558 e] -— 
PÍT) — — sz ——— az 0514. 2 . 
In 7 1.945 
z 0 455--0,723 1-0,6221-0,558 3-0, 257 — 2615. 
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7 108. ábra 





II. Megoldás (Simpson-szabállyal) : 


A 
Iz 7 DAF dpibr 2ylő) th áv(6)--P( HI as 


1 
s (0,91--4-0,7232.0,622-44.0,558-H0, 514) — 


1 7,792 
— 7 (091 4 2,892 4-1,24471-2,232-0,514) — az 2597. 


ü 
8. Határozzuk meg az 17— Í Viraxtdx integrál közelítő értékét. 


3 
Az intervallumot 6 részintérvallumra osztjuk. 
T. Megokiás (téglány-szabállval. 
A feladat megoldásához szükséges függvényértékek : 


ri NNNNA F.A Fa NN 
(9 — KISS sz F1r9— FIO a 2.16; 


b a Fr. NN 
y(4) — F1-r4— VI3- 16 — F17 sz 257; 





Fr. NN zi E ANN 
y(5) — K145t — V14-25 — F26 sz 296; 





ea NN 3. 
y(6) — F1t6t— FI336 — 





d 3 
y(7) - Vir? —-YI-54 — 





HINNI 
y(8) — KIT BB e. YI.r63 — Vő5 sz 402: 


MERNE e ke S 
y(9) — KIZ9 — VIS — 82 ez 4.35. 


a) (109. ábra) I ss F— ky) DYŐ)Fy(6)-y (ND HyB] 
s 112161 2,57-H2,96--3,33-43,68-H4,02) — 18,72. 

b) (110. ábra) Tsz 1, — ATYA IDTHATIY (BY — 
sz 1(2,57-4296- 3334 3,68--4,02--4,35) — 20.91. 





110. ábra 





Megjegyzés: A határozott integrál alsó korlátja 18,72, felső korlátja 
91. . 


FH. Megoldás (trapéz-szabállyal) (111. ábra): 


IsIRszsh 6 DDT] 


216 
I :-1 





z 1,08-42,57-H2,96-4-3,33--3,68-44,02--2,175 — 19815. 


228 339 

















Í 1 I i 
v(7) — —— — mez —— pg — pg ÜZ 8: 
d da 458 
K100-?  V100-343  VY44 
8) — ! ae ! L 0201: 
yi ) — FS . F SK —— "E 49 h hr 
V100--8:  V1I00--512  TV6l2 
9) — 1 elt 19 0186 
p(34) — FENN 77 7 KEK É s . 
VI0G-9 — V100-4-729 VKBB 





111. ábra 
a) (112. ábra) I sz I, — A(ly(51-ky(ójt-ylrt-yíb] — 


, sz 1í(0.2586- 0237 -4-0,218--0. 201) — 0914. 

IH. Megoldás (Simpson-szabállyai) : 
Hl h ü 7 bd (113. ábra) f sz I, — Aly(6)t-y(7)-tyíb)4-y9)] — 
I za 7 POTADAZY Ő) 446) Zeit dáyí8) FYyD] sz sz 1(0,237—0,218--0,201 1-0, 186) — 0842. 


l 
fa 7 (216--4-2, 571 2:296--4-3,33--2-3,68-44-402-4 435) — 


sz 2 2l6- 10284 5,92-4 1332 3 7,36 4-16,08-- 4,35) — 




















59 47 
7 18483 112. ábra 
9. Határozzuk meg az alábbi integrál értékét numerikus integrálási 
eljárásokkal : 
9 
I — a dx. 
§  V100-4-28 
Az intervallumot négy részintervallumra osztjuk, vagyis §-—-1. 
I. Megoldás ítéglány-szabállyal) : 113. ábra 
A szükséges függyényértékek : 
IF. Megoldás (trapéz-szabállyal (114. ábray: 
i ii l l 
ye za TT sg 0258; Isedszh 7 r00r TT] 
Y100--5? KIJOHIZS  F225 
0258 0186 
1 kekzátllsi t mm 
vő) — Hl 1 u 1 me zzz 72 00237; rtf 3 - 0,237- 0218 1-0,201 -H 2 ) 


d 4. HR d 
YI00-rót — KI00--216 — V316 — 0,129--0,237-40,218-- 0,201 4-0,093 — 0.878. 


340 341 





114. ábra 
II. Megoldás (Simpson-szabállyal) : 
ht 
I a 7 094496 yt) 4y(83- pl] sr 

1 

gs 7 (0,258--4-0,237-H2-0,2184-4.0,201 4-0, 186) — 
1 2.632 
s — (0,2584-0,948 3-0,436 t-0,504--0, 136) — z 0877, 





3 


10. Határozzuk még az alábbi trigonometrikus függvény integrálját: 


a" 


Ta f  sinxdx—? Az intervallumot 4 részintervallumra osztjuk, ezért 
Ű 


egy részintervallum hossza 0524 radián— 30". A. függvényértékek 
kiszámításakor a független változó értékét fokban helyettesítjük be. 

A. függvény (sin x) a b: 4] intervallumban nem monoton, és Így 
a téglány-szabályt alkalmazva ném kapunk alsó és felső korlátot, ezért 


az intégrál közelítő értékét csak a trapéz-szabállyal, valamint a S1rüpson- 
szabállyal határozzuk meg. 


A feladat megoldásához szükséges függvényértékek kiszámítása : 
y(0)—sin 07—0;  y(30)—s5in 307—0,5; yí60)—sin 60 szü Bóó; 


yo) sn 9-1; yíi29)— sin I2F 50 866. 
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I. Megoldás ítrapéz-szabállyal) (115. ábra): 
1207 
Pseh—h EE GB09-yt609 00). 5 ) ] - 


sz 0,524 100530, 8664 1- z 0, 524.2,799 sz 1465. 


0, ] 
Z 





109 209 309 409 509 609 707 809 907 1007 1109 1207 1307X 
115. ábra 

IE Megoldás (Simpson-szabállyal) : 
sz 2 Ly(09-áy(30) 1 2y(60) 4 4(90) -- y (1207) — 


2 9. 524 





az 0,175(2--1,732--44-0,866) — 0,175.8,598 sz 1,5. 


I. Megoldás (integrálással): 
2 
H . a ht 
f sin x dx z [/coszl ——cos 1294 cos 0" — 
0 


— cos 607-kcos 07 — 05-1— 15. 


Megjegyzés: A Simpson-szabállyal — kerekitések után — kapott érték 
megegyezik a most kapott pontos értékkel, 


E 


11. Határozzuk meg az alábbi integrál értékét: ÍV. sintx dr. 
ü 
[gazolni lehet, hogy az integrandus primitív függvénye zárt alakban nem 


határozható meg. Ezért az integrál értékét csak közelítő módszerrel tud- 
juk meghatározni. 


343 














ze "GENT 0 EG rra S an 
ts SE 8 a § 





17-45) y (6759) — 


a sz 
az Bs. 
pr Sr: 
5 $ § 
E a E E 38 És A. 
k- B § 4 ga. 8 0) 
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; üg ke finn Tr ET 
8 za $ 8 Tim Fé ide a -— g 
a kk II a 1 3 Wa 
fz ta Fa a a FS II e, 
E S 2 [E íz Ia 9 7 
zi t- 77 z a It mak KG 
z d NN o Í4 Ta hola 4 E .! 
tai a eg e Tt mm ]- : K TC 
g E ke mlm öm lb 7 G 
i- mm f$iz hí 5 hp 5 ga 
; B ORE 5 bh A 8 a 
— — ta S I mi e vom o a a 
silam 3 Bá s § § 6 ag Cs 
7 8 4á A mo G 7 d "s 
B kassai 














I. Megoldás (Simpson-szabállval): 


Ft 
I s 7 [/dOCAutTO] a 2y45 7) HáY (6759 y (900) az 


ez 393 





— 0 131(1-44,28--245-544--1,41) — 0,131-14,58 


tehető, hogy 1,91 három értékes jegyre pontos. 


12. Határozzuk meg az alábbi integrál értékét: 


ns 
[- J e 


Fl-costx 





- dx. A b. 5] rrervaltumot 6 részintérvallumra 


it 
osztjuk, vagyis A — 18 ss 1745. 


I. Megoldás ttéglány-szabállyaii: 


sz 1.91. 


Mivel a trapéz-szabállyal és a Simpson-szabállyal ugyanazt az €red- 
ményt kaptuk, mély a téglány-szabályból adódó korlátok között van, fel- 


A feladat megoldásához szükséges függvényértékek kiszárnítása : 
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rö 


VT-ö87 


l 


tn 
irrsurni 


1 [ 
ví) — ——— - -—— — — sz 0,7OT; 
FL 4cosz 07 K2 
ey] l Í 
P(I0) — —— ———— sz-— ht 
KI--cost46?  KI-- 09857 
1 1 
— ——— a — ay 0712; 
KI97 14 
[) 
(207)  —— ik üzemet as TE 
Kircosszú" KI-094 — FIHOBB 
— ! ! Ú,73 
KiB8B 0137 b. 
i 1 
(307) — ———— — as —— rt — ar 
KI--cos3g" FI :5-0,8652 
! ! ÜL 7JS; 
z ——— AZT az 
Ki7s 132 


al 








1 Í 1 
y(407) - ———— e 3 ———— 5 ———— iz 
I Ki-cosfag? — 1-3 0766? KL--0,59 

1 
z— ——— Hi sz Ú, 704; 
Kiss L 
(509 1 I 
y — sé E ggg 
KircosőY  VIFÜ0648 KUFOATA 
1 
KT 1197 
I 1 ME 
p(60") — mel FOS a 0894. 


F1--cos! 60" V I 5 


T sa Ez ALY(0)-Fy(1079--y(209)-y.309)-- y(407)--y(507)) — 
— 0,1745(0,7074-0,712-4-0,73--0,7551-0,794-4-0,842) — 
— 0,1745-4,540 sz 0966. (119. ábra) 






z 


119. ábra 


b) [ss I; — klY(1094y(20)4-y60)-4-y(407)-4-y650)-tytő09] — 


— 0,1745(0,712--0,731-0,755 4 0,7941-0,842--0,894) — 
z 01745.4.727 sz 0826. (120. ábra) 
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120. ábra 
H. Megoldás (trapéz-szabállyal) (121. ábra): 
yi) . c 
IszI57h [dsü0 1EY(20)4-y 030) p(407)7- vs] 


I sz 01745(0,3535--0,712-3-0,73-0,735 t0,749-4-0,842--0, 447) — 
— 0,1745-4,6135 sz 0808. 





121. ábra 


II. Megoldás (simpson-szabállyal): 
FI 
d az 7 E4(04--áp(109-4-2y(20974-4yl530) 424094 44050) h- ve t609] a 
01745 
3 (0.707 --4.0,712-H2-0,73- 
4 407557 2-0, 794-4-4.-0, 842 1-0, 394) — 


01745 
— —— (0.707 4.2,848--1,46 4 3.02--1,588-4-3,368-1-0,894) — 


-z 





0.1745-13,835 
HET UN sz 0808. 


7. Fizikai feladatok 


A fizikában sok alkalmazási területe van a határozott integ- 
rálnak. Ezékre mutatunk most néhány feladatot. 


Gyakorló feladatok 
m 
1. Valamely test a—10-— állandó gyorsulással mozog. Határozzuk 


meg a test által megtétt utat és a tést pillanatnyi sebességét mint az idő 
függvényét, ha x, a test helyét és ra a kezdősebességét jelentik a 56—0 


m 
időpillanatban, Legyen xa— 3 im, és 45 12— . 
s 


Ha egy test 4-tengely irányú sebessége a £1—f) időpontban 
vo, és gyorsulása mint az idő függvénye a — a(t), akkor sebes- 
sége tetszőleges £--i, időpontban 

v — vít) — fa dt Vg; 
16 
ha a test a fg időpontig xy utat (elmozdulást) tett meg és sebes- 
sége vsvít), akkor a megtett út (elmozdulás) tetszőleges 
tt, időpontig 


tí 
x Í P(Ddt4-xe. 
Én 
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Amennyiben a gyorsulás állandó, akkor 


t 
v — J adcAu — [dr], 4 va — a(t— tg) by; 
tú 


t 1 
A s Jodáams J la(r—tg og det xg 7 
íG Ég 


T—egjő j t—tj 
- ES tág — a SB olt — tg 
Ég 


A feladat megoldása tehát: 
v — ]Ü£1- 12, és x — 57t-L12r--3, 


m 
Z. Valamely téstet a nehézségi erőtérben va— 50 — kezdősebességgel, 


a vízszintessel 307-os szöget bezáró irányban elhajítunk. (Az ilyen típusú 
mozgást nevezzük ferde hajításnak.) Határozzuk meg a test helyzetét 
az elhajítás időpontjától számított 3 s múlva! 


A tést kezdősebességének X- és F-tengely irányú összetevői megha- 
kagzhatók, ezekből az X- és Y-tengeély irányú elmozdulásuk is kiszámit- 


m 
b.g — 09 €05 a — 50 c08 30" as 50-0 866 — 43.3— . 
s 


yo 5 Wsine — 50 sin 307 — 50-05 — 25E 


A test által az X-tengely irányában megtett út az 


t 


F 
5. 5 J v.dt — f vgcosadr z [vat cos a]h — yt cosét 
Ü Új 


képlettel határozható meg. 
Az F-tengely irányú sebesség pillanatnyi értéke : 


V, — 04—gt s va sin a— gt, 
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Ha v,-t t szerint integráljuk, akkor megkapjuk az Y-tengely 


irányában megtett utat mint az idő függvényét. 


t Í 
5, 5 J vdtz J (vosinx— gy) dr — 
ú ü 


zT E 
. 4 2 
— ír time] z val sin —— E. 
[a 2 leg 2 


Behelyettesítjük az állandók értékét: 
s.—433t, s, 251r—58, 


Felírtuk a mozgásegyenletet. Ha most ? helyébe hármat irunk, meg- 
kapjuk a test helyzetét jellemző koordinátákat, ezek: s.(3) — 43.33 — 
— 1299 ri; s, (3)  25-3— 5-9 — 75—45 s 30m. 


3. Legyen valamely tömegpont gyorsulása az időnek szinuszfüggvénye, 
például 
a ——125in dr. 


ITI , 
Ha az időt másodpercben mérjük, akkor a gyorsulást a oen kapjuk. 


1 . 
Megjegyezzük, hogy a 4-nek mértékegysége van (2 ugyanis csak mér- 


tékegység nélküli viszonyszámnak határozhatjuk meg a színuszát. 
Határozzuk meg a mozgó pont pillanatnyi sebességét €s elmozdulását 


m 
mint az idő függvényét, ha a 1470, időpillanatban nz3 és xsŰ, 


továbbá a mozgó pont helyzetét a (—0,6 s időpillanatban! 
A : időpontbeli sebesség : 





j i2cosár Ty 
uz f (—12sin4r) dr--ra s [/ 
ú 


th s 
1 


— [3 cos 4árf ton — 3c0541r—3-43 — 3 €os dr. 


A test pillanatnyi elmozdulását x-szel jelölve 


T 
x — J vdrt Xg. 
ü 
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r helyébe a pillanatnyi sébességet írva és figyelembe véve, hogy xs, 
az elmozdulás mint az Klö függvénye, az alábbi: 


j 3 . to3 , 
xX — ÍJ 3c0sdrdr— —sindri — — sin dr. 
A (—Ű 6 s időpillanatban az elmozdulás : 
(06) ; sir (406) 3 sin 2.4 
— — 1 a SZ [1] 
XA, 4 . fi Té, 
A radiánban adott szöget átszámítjuk fokba, majd leolvassuk logarlé- 


cé"n a szög szinuszát; 
24 osz 24573" az 1375. 


3 3 
x (0.6) — 7 sin 137,5" — 7 sin 425" sz 0,75-0,676 sz 0.507 m, 


4. Bármely rugó rugalmas megnyúlása egyenesen arányos 
a rugóra ható erővel: F— Dx, ahol D a rugóállandó (x a meg- 
nyúlást, F az erőt jelöli). Mivel a munka az erő út szerinti 
integrálja, ezért ahhoz, hogy a rugó eredeti hosszát Xxmaxszal 
megnyújtsuk, a következő munkát kell végeznünk : 


HW J F dx — TT Dxdx — ip 5, 2 -—— Xhax: 


Ü Ú 


Tehát a végzett munka arányos a rugó hosszúságváltozásának 
négyzetével. 


k 
Mekkora a D—6 Hall rugóállandójú rugó 4 cm-es megnyújtásához szük- 
em 


séges munka? 
6 
W — 716 — 48kpcm — 048 mkp. 


z. Mennyi munkát kell végeznünk ahhoz, hogy négyszéres Fölklsugár 
távolságra vigyünk egy 2t törnegű Üürhajót? A Földsugár R8—6370 km; 
a gravitáció állandó értéke: 

107! a 
k z 6.67.10-4 TE — 6.67.10-t TTÉLTTTÉ 6.67.10-n 
ss 107-5kg kes 


3Sz 


A test és a Föld között ható erő a tömegvonzás törvényé 
értelmében arányos a két test tömegével, és fordítva arányos 
tömegközpontjaik távolságának négyzetével: 


F-kéZ 
r 


A munka — mely az erő út szerinti integrálja — kiszárnitható, ha a 
Föld tömegét is ismerjük, ami M sz 66-10": kg. 


VA mi 1 y? 
W- f kösd kmM ——i - 
R r: F ÍR 


1 3 
ezi im (taj —— kmM Rt 


Az adatokat béhelyettesítjük, és a végzett munkát kiszámítjuk, 





a 3 
210 kgő-10tkk—gg TT 


m 
z 667-]1ü"1 
MEG, kg 4.6 37-10 m 


. £ 
- zt 109 kg— az 942. 1019 joule az 9,42.10t mkp. 
, § 





6. A testen végzett elemi munka a következő módon is 
megadható: 


dW — Fds — md — my dv. 


A végzett munka, miközben az m tömegű test sebessége 
verről va-re változik: 


Va 
Wa j mvwvdv — ÉSE mi mi 
al 
A test mozgásmennyiségének a sebesség szerinti határozott 


integrálja a test mozgási energiájának megváltozását adja meg. 
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m m 
Legyen a test tömege 5 kg, kezdősebessége 10 Tt végsebessége 16—— - 
A végzett munka ekkor 
. 163 
— 5 si -E z 2 5(256— 100) — 2,5:156 — 


k 
— 3 se z 390 joule. 





7. Egy m tömegű testre az időben színuszósan változó F erő hat, Szá- 
mitsuk ki a test mozgásmennyiségének megváltozását, ha 


F—? sin MINI; nzüls; 87025; m—3kg. 


fa fa 2 tg 
f — J Fdr — f 25in3rdr- [deoszr][ 7 


ÍJ Ír 
2 2 2 2 
sm €0s dat Cs 34 — —-g 605 Ü,6 tg 005 0, 3. 


A radiánban kapott szögeket fokba átszámítjuk : 
06 sz 57306 — ME; 0 351719. 
Igy 


2 2 
I - 7 (cos 17,197— cos 3438") sz Fi (0,955— 0825) — 


013 
ma u sz 00866 Ns — 8,66:10-? Ns. 





$. Határozzuk meg a körlemez szimmetriatengelyére vonatkoztatott 
tehetetlenségi nyomatékát! 


Ha a lemez sugara R, vastagsága v, a lemez anyagának sürű- 
sége o és a lemez tehetetlenségi nyomatéka 6) (122. ábra), 
akkor egy dr szélességű csikjának tömege : 


dm-2irxzedro; 
ezen csik tehetetlenségi nyomatéka : 
do —r: dm oZrinyedr; 
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PR? 


122. ábra 


tehát a teljes lemez tehetetlenségi nyomatéka: 


R R 
8 — f 23 xvodr — 2nve f r" dr — 
ü hi) 





zek. R 0 mk 
—z Zn zzz RK ryv 
üi F F- 827 7 
kg 
Legyen R—2üem; o7-79—  ,; v—2Zem; 87? 
dm 
Xtnve 240279 
ö z ——— — kg dm! sa 





2 2 
sz 16rze0,79 sz 397 ke dm! — 0397 kg dm". 


9. Határozzuk meg egy körgyűrű alakú lendítőkerék ten- 
gelyére vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékát. A belső kör 
sugara R,, a külső köré R.,, a lendítőkerék vastagsága v, az 
anyag sűrűsége o (123. ábra)! 

Az elemi tehetetlenségi nyomaték az előbbi példával meg- 
egyezik, de az integrálás határai nem. 


dO z2rönvodr; 


28 
i 355 


123. ábra 


Ea 
4 2 
0 tr 2 3 d — Hi dl mm 
J Fr nvodr — 200 Hi 
1 fi 


ke 98 (Rt— R!) — 


e 


— (R2-4 R3)(R5— R)) — 


x(Rs—R 
— ( H 08 Rk) 


A szorzat első tényezője a test tömegének a fele, így 


HI 
-a (RÍ-H R3). 





Legyen R,—1i1m; Ro—l2m; v—-15dm; a-? 


(R2— RÍ) nro 122— 10) re1,5"7,9 
a - 7 (R-t R?) — SE (1,224-19). 


A test tömegét kg-ban, a tömeg szörzőtényezőjét pedig m-ben helyet- 
tésítettük azért, hogy a tehetetlenségi nyomatékot kg m-ben kapjuk. 


34-mr1,5.7,9-2 44 
e — TT sz 2000 kg my, 
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I. Valamely tengely mentén rögzített testre állandó forgató- 
nyumuték hat. A test tehetetlenségi nyomatéka €), a forgató- 
nyomaték M, a test kezdeti szögsebessége €09, szöget pedig úg. 
Határozzuk meg szögsebességét és elfordulási szögét mint 


az udő függvényét! 
A forgatónyomaték állandó, ezért 


(tú — f Bdtros 
ü 


ahol ő a test szöggyorsulása, amely a testre ható forgatónyo- 
matékkal és a test tehetetlenségi nyomatékával a következő 
kapcsolatban van: 


8-5 


Ezt behelyettesítve : 
É 
M MifF Mi 
tu — [/gdte — Sa - "pa 19 


A test szögelfordulását mint az idő fü gevényét, ca idő szerinti 
integrálja adja: 


É 
M 
ü — f odrtak [5 ajdtrask 
Ü ú 
Mr j Mr 
- ké ar] te - 2g tet tHéo- 


1 
Legyen M—5 Nm; €d§7-2kgmt; m-l2- ti a— 05. 
Ekkor 


51 
az rp2 z 25642, 
2 
5 
— gi tirrüs 
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11. Ha egy gáz állandó hőmérsékleten tágul, akkor tágulási 
munkát végez. Az elemi tágulási munka : 


dW-pdrF. 
A F.-ről F.-re való tágulás közben végzett munka : 


Va 
wz. f pay. 
Fi 


Á gáz nyomása és térfogata közötti kapcsolatot (állandó 
hőmérsékleten) a Boyle-——Mariotte-törvény adja meg: 


pz-zk, ebből 5— b 


F 
HW — f tagra k (in VI? — kinin) z king 
1 


Legyen V.ma5 nm; mz2Zatm; K-olZümt W—-? 
A. Boyle—Mariotte-törvény arányossági tényezője: p,. Fh— 10 ny atm. 


20 
W sz 10 in sz J0úln4 ss 18-1,39 — 13,9 m" atm. 
A végzett munkát mkp-ba számítjuk át: 
k 
B - 139 mt-1,033-10- hee) as 144. 104 mkp. 


12. Határozzuk még a pontszerű 0 töltéstől r távolságban 
a potenciál értékét. A potenciál a térerősség r-től csag vett 
iimproprius integrálja. A pontszerű töltéstől x távolságban 


a térerősség: Ess ké ahol 9. 10 Más az MKSA- 


rendszerben, 


" 0 ol" 
v- fear [-S] 7 


Legyen 92-10-" € ícoulomby; r—30cm—Üüsm; [/7? 


Wei 197€C 
TV — ú. 1088 — —--—  — — 34-10? — 3-IÜtV. 
tt Üülm 
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13. Határozzuk meg a C kapacitású és ? töltésű kondenzá- 
tor elektromos energiáját! 

A kondenzátor energiáját úgy növeljük, hogy az egyik fegy- 
verzetről da töltést viszünk a másik lemezre. A töltés átvitele 
közben végzett elemi munka dW — Uda, ahol U a kondenzátor 
lemezei közötti potenciálkülönbség, amely a lemezeken levő 
töltéstől függ: 


— 
UV 7 


ü 
g 1 19 1é 
7 c" - Él, 
[I [1] 
G  104.€C 


Legyen 10-8C és C — 3.10-"F, ekkor W — — -- — 
gyen 0 — : 2C  6G10-VEF 





i 
— — wpule. 
e?" 


14. Határozzuk meg a szinuszosan váltakozó áram effektív értékét! 
Valamely váltakozó áram effektív értékén annak az egyenáramnak érté- 
két értjük, amely ugyanabban a vezetőben ugyanannyi idő alatt ugyan- 
annyi hőt fejleszt, mint a váltakozó áram. Kiszámítását úgy végezzük, hogy 
négyzetének teljes periódusra számított átlagértékéből négyzetgyököt 
vonunk. 


EKG TÉS ENNE 
Tr — — fra 7 fo gs orat - 
új Ü 
7 ME 
[e Fr 1 — 
VE) Ef satora sínt cut dt — k cos 2e9t di — 
T ; 2 
-Vi E h-eT -VE T fia 707 -o) - 


HR 1 


2 K2 


Vagyis a színuszosan váltakozó áram effektív értékét megkapjuk, ha 
a maximális értéket (az amplitúdót) osztjuk V2-vel. 
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